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PREMIÈRE THÈSE 



SUR LES FONCTIONS 



CARACTÈRE ALGÉBRIQUE 

DANS LE 

VOISINAGE D'LN POINT DONNÉ 



INTRODUCTION 



Les mélhodes générales de la théorie des fondions, auxquelles se rallaclie- 
ront toujours les noms illustres de Cauchy, Riemann et Weierslrass, ont 
aussi leur raison d'être en arithmétique supérieure. C'est ce que M. Ilensel a 
mis très nettement en évidence dans ses cours de Berlin et dans plusieurs . 
publications récentes. 

Le but de ce travail est de montrer que les recherches de ce savant éclairent 
d'un jour nouveau certains points de la lht5orie des fonctions algébriques et 
facilitent l'exposition de plusieurs autres. 

Dans une première partie, je m'occupe de polynômes en y, 'f {y), dont les 
coelficients, séries ordonnées suivant les puissances croissantes et entières de 
(a; — a), ne contiennent jamais qu'un nombre fini de termes à exposants 
négatifs. Son objet principal, dans le cas oii 'A' (y) est indécomposable en un 
produit de polynômes de même nature, est la recherche de la forme nécessaire 
des séries y qui vérifient formellement l'égalité 

a^ (y) = 0. 

Ilans la seconde partie, je donne le moyen d'obtenir effectivement ces sériesy, 
et je démontre qu'elles sont convergentes lorsque les coefficients de ï {ij) le 
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de véritables lonclions. On peut les désif^ner 

:tère algébrique dans le voisinage de x =: a ; 

jde. 

je ïpprends la solution d'un problème fonda- 

3ns alg(!briqae?. 

leurs et de si illustre; savants se sont depuis 
mes sujets, n'y a-t-il peut-fttre pas quelque 
iveau '! 

on, on peut observer que les méthodes de 
lortantes pour qu'il ne paraisse pas inutile de 
les fonctions algébriques. Les points de vue 
.Is, par conséquent, obtenus par des voies 

lerché à mettre en évidence certains raison- 
i définiea d'une manière formelle. C'est pour 
e hypothèse de convergence ou de continuité, 
4 et suivants, la question poi-ée, en introdui- 
omplètement à un corps algébrique, bien que 
absolument formel. Dans les trois premiers 
!S de calcul pour les polynômes en y et exa- 
. Ceci m'a conduit, pour les diagrammes de 
it personnelle dans tout le cours de ce mé- 
Qment inédites, des alinéas § 2. 5 et ^3. 3. 
es parties est tout autre. Les considf^rations 
;s résultats dans la seconde s'obtiennent en 
iition en f^ct'jurs exposée au .^ 8, et c'est sur 
sible que reposent les principales déductions 



ce mémoire m'appartiennent ; mais, dans la 

certains points de détail me sont propres. A 

1902, j'ai suivi les intéressantes leçons de 

onde partie avec cens obtenus par M. Itrill dans un. 
tten ciner FuncUon von zwei Vcninilcrliehen in der 
berichtc dur MUnchncrakadcmie t. XXI). Mes re- 
nés, et j'étais eu possession de tous mes résultats, 
'orlickrillc der Matheinalik, j'ai eu connaissance du 
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M. Hensel sur l'arilhinétique supérieute ('). Les notions d'inéductibililé, 
d'équivalence et de décomposition en facteur, dans le domaine d'un nombre 
premier, sont ici simplement transportées. Mon ensemble E est l'analogue du 
corps que M. Hensel fait correspondre ft tout nombre premier ; mais mes con- 
sidérations sont un peu ditTérentes, et cerlaincs des propositions établies l'ont 
été d'après MM. Dedekind et Weber. Le théorème fondamental du g-5. 3 a 
son origine dans le cours de M. Hensel ; mais ma démonstration, qui repose en 
dernier ressort sur mes propositions relatives aux diagrammes de Newton, 
est distincte de la sienne. C'est enlîn par des raisonnements semblables aux 
siens qu'au ïj 6 j'ai pu montrer qu'il existait dans E des e.\pressioQS dont l'ordre 
par rapport à (v — a) était égal h - • 

La construction au ^ 12 d'un certain système fondamental pour;? ^o est 
l'élément essentiel de la troisième partie. Abstraction faite du mode d'établis- 
sement des fonctions -k, § 12. 5, celte construction est identique à celle de 
M. Hensel pour la question parallèle de théorie des nombres. Pour résoudre le 
problème fondamental, je n'ai fait qu'ajouter les quelques développements 
du § 13 inutiles en arithmétique supérieure. Celle solution est inédite malgré 
ses analogies avec celle que MM. Hensel et Landsberg ont donnée dans leur 
grand traité. Comme elle constitue une application intéressante des principales 
propositions des deux premières parties, j'ai pensé qu'il y aurait peut-être 
quelque avantage k la faire connaître. 

Qu'il me soit permis, en terminant, d'adresser à M. Hensel mes sincères 
remerciments pour ses conseils et son bienveillant intérêt. 

(i) Le cours de M. Hensel n'a pas été publié, mais Le travail inséré récemment Jolis le 
Journal de Crelle (t. CXXVil) et intitulé « .Veue GruTuUageit der Aritkmétik » s'y rapporte , 
(li réclament. Ce mémoire sera bJent<U suivi d'un autre touctiant aux m-'mes questions. 
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PREMIERE PARTIE 



§ I. — Los polynômes en y, définitions préliminaires 
et règles de calcul. 

1. — Dans le couranl de ce travail, nous aurons à nous occuper de polynOmes de 
la Toroie 

i(</) = A„>/'^-i-A.y"-*-i- ... ^A„, 

dans lesquel les coefficients Ai seront des séries ordonnées suivant les puissances 
croissantes et entières de {.-c — a) : 

A,- = a^. [a, - a)'' -,- «,. ^^{œ- a)'' + '^... 
(.- = 0.1,2,...-.) 

ne contenant jamais qu'un nombre fini de puissances négatives. Suivant que le 
coefficient A^ contiendra ou non des puissances négatives de [x — a), nous dirons que 
ce coefficient est à caractère rationnel ou entier, soua- entendant ainsi les mots : dans 
le voisinage de a; =3 a. Souvent aussi noua e.i primerons cela plus brièvement, en disant 
simplement séries rationnelles et séries entières. 

Relativement à lu convergence des séries repr^'seotées par les A|, nous ne faisons 
dans la première partie de ce travail aucune hypothèse. Les A; peuvent ou non être des _ 
séries convergentes ; cela importe peu, vu le caractère purement formel des opérations 
que nous allons développer. 

Aux expressions que nous venons de définir, nous donnerons le nom de polynômes 
en ij et les représenterons en général par des symboles tels que ï(^). /(,v)t 9{y), efc, 
dans lesquels ne figurera pas la variable entrant dans les coefficients. 

Par polynômes entiers en x, respectivement en y, nous entendrons en revanche des 
polynômes à coefficients constants dépendant de la seule variable x, re=:peclivement y. 

Les mois : polynômes entiers ou rationnels en y et x, ou plus brièvement ; poly- 
nômes en y et j désigneront des polynômes en y dont les coefficients seront des poly- 
nômes entiers ou des fonctions rationnelles de x. Ces expressions seront représentées 
par des notations telles que l'(j/, x), F{ij. x), ..., f[ij,x), dans lesquelles les deux va- 
riables y et x seront toujours mises en évidence. 
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_ 5 — 

RdIîd, par premiers termes d'un poljpAme en y, £(*/), H faudra toujours com- 
prendre le polynôme (entier ou rationnel) en j/ et :c que l'on obtient en supprimant 
dans chacun des coetOcients de f (y) toutes les puissances de {ce — a) dont l'exposant 
est supérieur à un entier donné. 

2. Égalité de deuv jiolijnùinei en y. — Nous disons que deux potynAmes en y, 
£(y) et 3(j/)sont é-gaùs, ce qui s'écrira 

(1) f(j) = 2M [»■--], 

si, si loin que l'on poursuive la comparaison, les coefRcients des mêmes puissances de 
y dans S(y) et â(y) sont identiques. 

Introduisant la notion de congruence. nous pouvons mettre cette définition sous une 
forme beaucoup plus précise. 

Tout d'abord étant donnés deux poljnômes en y, if [y) et 2 (y) pouvant d'ailleurs se 
réduire l'un ou l'autre ou tous deux à des polynAmes en y et x, nous disons que 
l'on a 

(2) «(!/) = 2 (y) mod.ix-a)" 

(M étant un entier positif quelconque), si, faisant abstraction dans les coerficienls de 
i£(y) et 2(î/} des puissances de (x — a) supérieures à la (M — I)*"', ces coefficienls sont 
identiques. CettA notion de congruence s'élend naturellement à deux séries de puis- 
sances entières de [x, — a). 

I>ci dit, l'égalité (I) signifie simplement que la congruence (2) a lieu quelque 
grand que soit l'entier posilifM. 

On voit que deux polyoâmes en y égaux à un troisième sont égaux entre eux. 

L.a définition de l'addition, delà soustraction, de la multiplication de deux polynômes 
en y est immédiate. Par exemple l'égalité 

'£(y) = r('j) + 5(>/) [■=-«], 

signilie que, quelque grand que soit l'entier positif M, on a toujours 

* {y) = f{y) + s [y) "«od- (^ - ■ï}"- 

On dira qu'un polynôme î [y) est divisible par un autre f{i/), s'il en existe un troi- 
sième gfij) tel que 

*M = /'M?(!/) [«-"]. 

c'est-à-dire tel que 

<£{,,) -fin) g [y) mod. (,^ - «)", 

quelque grand que soit l'entier positif M. 

Enfin, un polynôme en ^ sera dit de t/e^r^ n, si la plus haute puissance de y qu'il 
renferme est de degré n. 
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3, Irréductibilité dans le voisinn^e de x = a. — Uq polynôme en y, î(y), 
étant doaaé, il peut se Caire qu'il existe deux ou plusieurs polynômes /(i/), ^(j/) (te 
degrés respectivement inTérieurâ à i [y) et tels que l'oo ait 

^iy) = ({y)9[y) wC^-"]- 

Lorsqu'une pareille décomposition peut ae Taire, dans laquelle ni f{ij), n\g{y) ne sont 
supposés se réduire à des séries rationnelles en (c — a), nous disons que £(y) est 
réductible. Il sera irréductible àaa^ le cas contraire. Cette déGoition, qui s'étend natu- 
rellement aux polyriômes entiers en y et x, soiis-enlend les mots : n dans le voisinage 
de jr ^ a B. Un polynôme réduitibjp, au sens usuel du mot, l'est ausai dans le voni- 
nage Aa x ^=a. 

4. — De cette notion d'irréductibilité, on passe immédiatement à celle de décompo-- 
silion d'un polvnôme en y en tes facteurs irréductibles. Une telle décomposilioa est 
toujours uniforme, mais, avant de le faire voir, il est nécessaire de revenir encore 
sur la divisibilité. 

Tout d'abord nous remarquons que, par un calcul formel, on peut toujours et d'une 
manière unique déterminer une série Co rationnelle en (a? — a), telle que, Ao et B^ 
tant deux autres séries analogues, on ail 

A» = c a,. 

C'est cette série Ci, que nous représentons par te symbole (w"), dans lequel la paren- 
thèse doit rappeler que ce n'est pas le quotient ■^ que nous considérons, mais le déve- 
loppement que nous lui bisons correspondre. Ce genre de notation nous servira 
plusieurs fois dans la suite. 

Soient, main tenant deux polynômes eo y : 

nu) ^- A^î/"* + Aiy"'-* + ... + A^ 
'-'[y)=B,y'' -t-B.j/"-' -V-.., -t-B„; 

soit en outie m > n, A„ el M^ n'élaol pas nuls identiquement. La différence, autre 
polynôme en y 

*,(?) = *(!/)-(^)ji"-"ato), 

n'es! plus que de degré m, inférieur à m, soit : 

ÎJyJ^A'.y*"' -+ A',y"'>-^ -t- , . .-h A'„^, mi^ < «. 
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Si l'on s encore m, > n, on pourra recommencer l'opération et passer à un poly- 
nôme de degré m^ : 

*.(y) = *,(ï)-(^')»"'-"aM 

où 

On peul ainsi former une suile d'égalilés dont la dernière aéra par exempte : 



*»w = 






**" **(?) s^""* "n polynôme de degré au plus égal hn — 1. 
L'addition, membre à membre, des égalités précédentes conduit à la suivante : 

(3) ï(,) = a(y)2(y) + ïj(y) [x-a] 

d&ns laquelle le polynôme 

«M = (ê;)V"-"+(t;')!'"" -■■ + •■•+!/'"»-'-" 

esl de degré m — «, Les deux polynômes, Pj^iy) de degré au plus égal à n — l,el 
S (y) définis par l'égslilë (3) sont uniques et appelés : le premier, reste; le second, juo- 
tient de la division de î(y) par Q{i/). 

Soient maintenant '£^(1/] et £,(}/), deux polynômes de degrés respectivement égaux à 
m^ et m,. Par application de l'algorilbme d'Euclide, l'on a successivement : 

*.(i/) =*,(y}2,(j/)-HÎ,(j/) 



- i(y) = *r (y) % 0/) 



où 'ùi{y) représente le quotient et f, +,Uj) le reste de la division de î, _ ,(y) par 

*(»)■ 

Dans cette suite de relations, qui toujours s'achèvera, le polynôme '£r{>j], diviseur 
^^ '^f>{y) c' -^iCy)' est lui-même divisible par tout diviseur commun à ces deux polynômes. 
On peul donc, dans le cas où il ne se réduit ni è. une constante ni à une série ration- 
nelle en [x — a), l'appeler ;);iw grand commun diviseur de 'X^il/)^^ ^iCy)» ^'> ''^"^ '^ 
cas contraire, dire que ces deux polynômes sont sans diviseur commun ou premiei's 
relatifs. ■■ 
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Des relations (4) l'on déduit immédialemeot qu'entre fr(y), '■^a(y)i ^i(y) '' existe une 
relation 

(5) . ï,(y) 31, {y) -f- £, {y) Si,{y] = S^ (y) {x - a] 

dans laquelle Sl^iy) et Si,{y) son Ides polynùmesdonl lei> degrés ret'pectifs sont au plus 
égaux k m^ — 1 et m, — i. 

, Celle-ci se transforme, dans le cas où £r(!/) ^ réduit à une constante ou h. une 
série A rationnelle en {x — a). On obtient, en effet, en mullipliant ses deux membres 

par la série (7) = 

(6) it. (,) A, (s) + ï, M ,ll..(ïl = ) [;. - a] 

OÙ .tlQ(y)et .1b,(j/) sont encore des polynômes en y de même degré respectivement que 
«o(!/)el«,(y). 

Cette relation (6) exprime la condition nécessaire et surfisante pourque ï«^) et £,(y) 
soient sans diviseur commun. 



6. — Nous avons meinlenanl plusieurs propositions sur la démonstration desquelles 
il est inulile que nous nous arrétiouB. Celles-ci s'établissenl en effet de la même ma- 
nière que leurs correspondantes dans la théorie des polynômes entiers dépendant d'une 
seule variable. 

Si Ag désigne le coerHcient de la plus haute puissance de y dans un polynôme ^f (t/), 
tout diviseur de î{y) est diviseur du polynôme {-r-\ £{y), el réciproquement. 

Si î[j/) est irréductible, tout autre polynôme 2(i/' est, ou bien divisible par î(y), ou 
premier relatif avec lui. 

Lorsqu'un produit £î{y)^(i/) est divisible par un julynôme irréductible $(y), l'un 
au moins des deux polynômes 2(^) ou !)l(i/) sera divisible par f (3/). 

De cette dernière proposition résulte immédiatement le fait que tout polynôme en y 
n'est décomposable que d'une seule façon ei^ un produit de facteurs irréductibles, dans 
lesquels les coefUcients de la plus haute puissance de y sont égaux à l'unité. 

6. — Un polynôme en y, :£(i/). n'admet que des diviseurs simples, si, mis sous la 
forme du produit de ses facteurs irréductibles : . 



S{y) = Aî['{y)îl'(i,) ... iP;'(y) 
... r» se réduisent à l'i 

^{y)={ny)T3(y) 



tous les exposants r,, r„ ... r^ se réduisent à l'unité. 
Si l'on a 



l'on a également 

(7) îiy) = [/; {y, a:)J g,{y, x) mod. {x - af 
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où /,(y, ai) et ffiis, te) aoDt les polynômes en y el £ définis par les coogruencea 






mod. {X — a)" 



M est ici un enlier positif susceptible d'être choisi aussi grand que l'on veut. 

On aura de même, en prenant dans les deux membres de (7) la dérivée par rapport 
à y, 

ï-, (J) s [A (y. X)]'-' (ry, tfl + A ^f) mod. (. - «)" 

d'où il Be déduit îminédîatement que lout di viseur de !?(y), multiple d'ordre r, est di- 
viseur multiple d'ordre r — 1 de £'^{y). 

Nous voyons donc que de î (y) el SPfy) se déduit racilement le polynôme 3l(y) égal 
au produit des diviseurs irréductibles distincts de £(«/). Il suffit pour cela de chercher 
. le pluB grand commuD diviseur de S(f/) et £'(y), puis de diviser S{y) par celui-ci. Le 
quoiient est alors le polynôme !ft(y) demandé. 

Les résultais de tout ce paragraphe restent tes marnes, lorsque les coefllcients des 
polyndroes en y sont des séries rationnelles en ~ . Ceci se présente dans l'étude des 
lonctions & caractère algébrique dans le voisinage àe x= ». Les déductions qui sui- 
vent, h la condition de supposer (x — a) remplacé par — , sont entièrement valables 
dans ce cas également. Enfin, pour simplifier, nous écrirons toujours ;c à la place de 
(a) — a) dans les deux premières parties de ce travail. 



- Diagrammes de \cn'ton. 



1. — Tout polynàme î(y) dont les coefficients sont des séries rationnelles en a; peut 
se mettre sous la forme 



î(,)=2< 



et il est possible, après avoir choisi dans un plan quelconque deux axes rectangulaires, 
de faire correspondre h celui-ci un ensemble de points P dont les abscisses et les ordon- 
nées sont respectivement égales & p et a. 

Ces points, supposés construits en commençant par ceus d'ordonnée minimum, sont 
situés sur le contour ou au-dessus d'une certaine ligne brisée L, dite polygone de 
Newton relatif au polynôme considéré. Celle-ci s'obtient d'après un procédé connu sur 
lequel noua ne pensons pas qu'il soit utile de revenir ici. 

On dira des points P qu'ils sont représentatifs des termes de '£{y) et que L est le 
contour relatif h ce même polynôme. 
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Nous ne nous occuperons ici que de polynômes en y de la forme 
(1) Î(j) = y»+A,y»-' + ... -t-A,, 

donl les coefficients 

sonl à caractère entier (s, >> 0) dans le voisinage de iv = 0. A ceux-ci correspondront 
des diagrammes tels que celui donné dans la figure I. Dans celle-ci, qui du reste ser- 
vira de base à nos déductions, nous avons supposé que le premier calé AgAi du con- 
tour h ne coïncidait pas avec l'aie des abscisses, alors que le contraire a lieu également 
si ['un des pi se réduit à zéro. 

Le contour L, ici A,^, ... A^, peut, suivant le polynâme auquel il appartient, se 
réduire & une droite. Nous dirons alors qu'il est rêcUligne ; dans le cbb contraire, 
brité. 

Quelques dêGnitions sont maintenant nécessaires. 

2. — Par inclinaison d'un quelconque des côtés de L, nous entendons la tangente de 
l'angle aigu formé par ce côté avec l'axe des abscisses. 

T)ans la figure 1, par exemple, le cété AjA, est d'inclinaison égale à ^^ 

Sien outre oom met tons les rapports tt'sous leur forme irréductible —, nous aurons 
Pi ?i 

toujours, lorsque L sera brisé, 

L'indice i, comme d'ailleurs dans la suite, se rapporte au i"'™* c6lé A£_ jA; de L, 

3. — Si, dans ta ligure i, para lié lenwnt à l'un des cùlés du contour, A,Aj par 
exemple, el au-dessus nous menons des droites par tous les points à cotes entières, 
nous obtenons une* série de parallèles que, A partir de A,A, pris pour i^, nous 
désignons successivement par A,, i,. A,.... Relativement à ces droites parallèles à l'un 
des côtés du contour, nous introduisons ici une notation deslinée à simplifier les 
énoncés : 

Les congruences 

9(y) = mod. i* 

^i'j) = 'j(y) mod. i* 

signifieront qua tous les points représentatifs des polynômes 5(y), respectivement 
*(!/) ~ 'j'j/) «»il -"itués sur i^ ou au-dessus. Celte convention s'applique aussi bien k 
des polynômes en y qu'à drs polynômes entiers en y el x. 

4. — La distance, comptée, sur l'axe des ordonnées, de deux droites consécutives 
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quelconques ^i, sera égale à —• Si deux de ces droiloa en effet passent l'une par le 
point (", y) l'autre par le point (v', [i'), la quantité 

sera la difTérence de leurs ordonnées & l'origine, iandisqu'il existe toujours des nombres 
entiers jx — (*' et v — v' tels que 

{[^ — K)?»-*-!" — v'}p, = i. 

Enfin, la tlgura 1 fait voir que l'ordonnée à l'origine de la droite ^ n'est autre chose 
que celle de Ag augmentée de —, Elle est donc égale à 

(•■ + ".)+ (P. + p. + P,)S!+^, 
Si îj 

de sorte que l'on a, en désignant par (v, [i) un point de Ajt, 

(*) («. + «,)?, + (P. -t- p. -(- P,)P» -H A = Ms -+- >î>,. 

6. — Nnu s considérons maintenant un certain nombre de polynômes en y, £,(y), 
S,(y),... £j,(y), dont les conteurs, dans les diagrammes correspondants, sont tous recti- 
lignes, et d'inclinaisons respectivement égalcsà — . Noua nous demandons quel sera 
le contour correspondant au produit : 

2(i/)z=i£,îj ...Si. 

A cet elTet, nous superposerons, après les avoir rapportés à un même système d'axes 
Op, Oi dans une même figure (fig. 2), les diagrammes relatifs h chacun des polyndmea 
*i(y)' *iCy)-" **{y) et aCy); «i étant le degré de Si{j/). A^.^.oj'y^- Vaa quelconque 
de ses termes et AiB; son contour rectiligne, nous remarquons que tout d'abord nous 
avons, pour chacun des t ^ I, 2 ... A: : 

< Pi < n, 

On voit d'autre part que les coordonnées p, a d'un point représentatif M de 2(i/) res- 
pectivement égales aux deux sommes 



2 P. 
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lorsqu'oD transporte l'axe des 3 parallèlement à lut-méme au point A d'abscisse égaie à 
k 

2- 



Si donc nous preDuns, dans chacun des ${(£/), le l«rme dont le point reprêseulaliT est 
Mi, nous obtiendrons celui de leur produit en cherchant l'extrémité de la résultante des 
vecteurs Vi transportés parallèlement en A. On voit dès lors que : 

Le contour relatif à tout polynôme 9.{y'}, produit de facteurs $1(3/) dont les con- 
tours respecli/i, ici A^Bj, sont rectUignes, s'obtient par addition géométrique dana 
Vordre des inclinaisons croissantes des segments AjBi transportés parallèlement enh. 

Nous sommes maintenant à même d'énoncer les propositions suivantes : 

6. — Tout polynôme en y, puissance entière d'un polynôme en y dont le contour 
est rectîligne. adniet lui-même un contour recliligne. 

7. — Lorsqu'un polynôme en y admet un contour rectiligne, chacun de ses diviseurs 
admet aussi un contour rectiligne de même inclinaison. 

De ceci résulte immédiatement que deux polynômes en y dont les contours se ré- 
duisent à des droites, ne peuvent avoir de diviseur commun que li les deux contours 
ont même inclinaison. 

g. — Dans tout polynôme î{y), les termes, dont les points représentatifs sont situés 
sur l'un des côtés du contour, constituent un certain polynôme entier en y et x. 
Celui-ci, dans le cas de la (igure I, relativement à A, A,, peut s'écrire 1 



^■{a„3/P' 



t. B.i/(^i— ^"J?3 3>'>a - 



haj^œ'»)x 
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oerricients û, et a^^ sont cerlaioemeQt différents de zéro, et l'on a X^^ = a,, 

int la forme réduite de l'inclinaison ^ . 

ciiatjue côté A,-_,A; d'un contour correspond ainsi tin polynôme entier en 

/''(.y. ^) = y^' + - + f-; y^-J'î'^p. + ... + ^ ^'\ 

le dernier coeriicieot — '- ne ppul Être égal à zéro. Si le contour L relatif k un po- 

ie î(y) comprend k côtés et si {^^'(y, x) ... /'*' (y, a;) sont les k polynômes 
s relatifs à cem-ci, l'on pourra toujours écrire 

î(y) = /('i(j,a.)/»l(j,,»).../»l(,v,«)+2A.|i^'/, 

somme N s'étendra à urt ensemble de termes dont tous les points représentatifs 

situés au-dessus de L. 
produit f^') f^' ... f'^> a, daprèâ (5), en effet même contour Lque ï{(/) et ceux 

termes qui correspondent h des points de L sont identiques aux termes analogues 

/)■ 

— Dans le cas de L recliligne, la formule (6) s'écrira 

;ore à cause de la forme de /"[y. x) donnée p.ir (5), 

es a,, «j. ... (ïj son! des quanlilés dislrnileset r,, r^.... Vj des entiers vérifiant la 

st ledfgré de •e{ij). 

— Si enfiïi L se confond avec l'axe des abscisses, g d.tvient égal à l'unité, p égal a 
t l'on a plus simplement encore 
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g 3. — Examen de cerlains ca? de rcduollblUté. 

1. — Etant donnés deux polynômes entiers en y et x 

/(y,œ)=ff,y'* + fl,i/''-* -t- ... + a„ 

gly,a!) = b,y'»+b,y'"-^ 4- ... -i- J^ 

oit les a, et b; sont par conséquent des polynômes entiers en w à coefficients constants, 
on pourra tovjours trouver deux autres polynômes entiers en y et co, /, (y, a;) et 
9i (y« ''') ''^ degrés par rapport à y au plus égaux respect ivement à m — 1 et n — 1 
et tels que, SI (/, g) désignant le résultant de fet g Von ait : 



(*) 



f9x-^9fx = Mf>H)- 



Celle égalité est une simple conséquence de la suivante (écrite pour m = 3, n = 2), 
dont le premier membre e«t Sl(/', g) : 



Og ff, n, a, o 

a, iT, a, a, 

6(, 6, ô, o o 

o 6, &, ij 

o o J» 6, b. 



6,1 i, 6j o (^«y' H" ^ly -*" 'i)y* 

o 6, 6, ftj (60 y' -i- 6,y -i-*i)y 



3. — Le résultant de deux polynômes, l'un à coefficients constants 

/•(j) = a.î,»» + «,S'^ -'!» + ... + .,,j,(^ - 'H +... + «j,, 

Caulre à coefficients défendant de X mais de la forme 

ffty. a:) = *oy"'H-*ii*y'"~^+ ■- + b^x'^y""^' -h ... -i-i„,ic"'* 

oit les Ôj sont des constantes, est un polynôme en x oii n'entrent que des 'puissances 
de X''. 
Il en est de même du résultant de f(y) et du polynôme 

h(y,x)r^ b^'"'y" -i- b,x^"—'i''y'"-' + ... + 6ia;("'-0'y'"-' + ... -1- &„. 

Mettant en évidence les coefficients dfs lermesqui manquent dans f{y), nous pouvons 
dire qu'un terme quelconque du résullanl de / et £f est de la forme 



"2' C K' - K^ 



A(,i,+2|ii + ... + Ml'.-) 
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où d'aprËs une proposition c 

iv, -t- 2v, -4- ... ■+■ Xjvj^ -H !(*, H- 2(1, + ... H- mum = Xjm, 

Hais ici dans ce terme général, tous les a,- dont l'iodice n'est paa divisible par q sont 
nuls, de sorte que, ai pour ces Oj li nous supposons l'exposant v,- différent de zéro, les 
termes où (igureraila^' se réduiraient h zéro. Il en résulte que le résultant de/'et jr 
se réduit à une somme de termes de la forme 

«r-o''... .''■n'-ji'' ... jK.j»(i.i+!ii,+...+».H. 

9 )t7 1 m 

dans laquelle 

3v, -t- 2îv„ + ... 4- Xjvj^ + (J^i -§- 2n, H- ... -H m(i„ = X^. 

Ou a donc |x, + 2ix, + ... + m^m divisible par g, ce qui suffît pour établir la pre- 
mière partie de la projiosition. 

Si, au lieu du polynôme g (y. t) nous considérons le polynôme h{y, x), un terme 
quelconque du résultant de fel h est de la forme 



On en déduit «ifiQ -t- ... -t- <H-m — 1 divisible par g, ce qui prouve qu'ici aussi le 
résultant de /et h est fonction de^'. 

Ceci dit, nous passons h l'étude des divers cas de rëductibilité que nous avons à exa- 
miner. 

3. — Tout polyndmeeny,S(y), dont le contour correspondant n'est }7ai reclitigne, 
est nécessairement réductible. A l'un quelconque de* côtés du contour, Af_i A^ par 
exemple, correspond un diviseur de S{;/) dont le contour se réduit à une droite 
dem^me longueur et de même inclinaison que Af_j A,-. 

Nous avons là la proposition réciproque de celle que nous avons énoncée au § 2. B. 

Notre démonstration, bien qu'elle soit absolument générale pour les polynômes (t) 

2. 1} que nous considérons, se rapporte à la ligure i du § 2. Le diviseur que nous 
cherchons ici correspond au troisième cûlé A.Aj du contour et l'on a [§ 3. (3)] 

'' î, », y. ». '/. 
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'Comme polynôme entier (§ 2. 8) correspondant au côlé A;_t A,-, nous avons 

n'I o« 

/»(,, «,) = y>- + ... + -^, .,<*-•)!' «»f' + ... + -fîèiy a,»*' 



Si maiotenant nous posons : 

/■'"(y. «) /'"(y. »■)/■<"(».»)/<"(»..»■) = y(j. ^■) 

et utilisons les noialîons définies (g 2. 3], nous avons eu verlu de (6) du g 2. 8 

■<3) ï(y) = /'(!/.a')!ï(y.a') mod.4,. 

En outre, n, m nX l désignant les degrés respectifs de i{y), f{y, x) et g(j/, x) par 
rapport à y, on a d'une part 

n^m -h l, 

: tandisque d'aulre part la différence if — fg est en y au plus de degré égal an — 1. 

Pour établir la réduclibilîlé de 'î(t/), nous montrerons, en supposant que dans i'es- 
.pace compris (/ï^. 1) entre Ag et Aj, ne se trouve aycun point représentatif de la difté- 

renee S — fff, qu'il existe deux polynômes entiers f^(y, x) eigi,(y, x) de degrés res- 

pectivemenl au plus ég&ux & m — leti — 1 lels que 

(4) f (y) = f/-(y, X) + f,(ij. x)] y {y, x) + g,{y. z)} moi. i^ + ,. 

Puis, en faisant l'hypolhèse que les points représentatifs de î — (/ + A) (5 + 9i) 
sont seuls situés sur la droite A^^ ; ^ ou au-dessus (% ;> 0), nous ^verrons qu'il existe 
de nouveau deux autres polynômes /4a.ft(y. ^)^*-9k + hi'J'''') ^^ degrés au plus égaux, 
par rapport ky,km — i et l — i tels que 

■B(y) ^ [f{y,x) + /■^(y.a:) + /X+;,(i/,x)] [ff^>j.x) + gki</>^> + ffk+hi!f'^-)] ™'"1- ^M+h+l 

et ainsi de suite. 

La possibililé d'une telle décomposition suivant une droite A, d'indice aussi élevé 
que l'on veut, prise'comme module, démontre évidemment la réduclibilité de *(,v). 

Entre A,, et a* ne se trouve aucun point de la différence '.i — fy; cette hypothèse 
■entraîne avec elle la congruence 



.(S) S:-fg=h, mod. i^.,.! 
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I un polynAme entier en yetœ qui n'eet pu nul idmliqueiBent ; il 

gré (n — 1) par rapport &y. et il se compose de l'ensemble des termes 
IkS — fgel qui ont leurs points représenlalifs sur Aj, elle-même, 
montrons qu'il existe fleux polynômes enliers ftd/i ^) et g^d/, a-) de 
irt kl/, au plus égaux À m — I et l — 1, tels que les deux congruence» 



% congruence (4) sera par le fait même établie. 

séquenoe dans tes polynômes /^ K f^', ... f^' la snbstitntioa 

\, = zi'- .x = i<i . {p = p, q=g,). 

rme respectivement en 



-H... -H-jjj» + ... -+--^-,. 

mes entiers F^'^ F^^\ ... P'^^ les exposants des £ sont tous positifs en- 
»(2). 



F(l) F<'> f(*) F'^' = G, Pl^J = F, 

8) transforme j(y, ic) en 

£("i+»i)? + CP; + Ps)PG 

F et G est égal au produit des résultants de F et F''' (t = 1, 2, 4, 5). 
licalîon des lemmes développés dans S une fonction R(£v) de £«, dans. 
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laquelle se trouve certuDeiiieDt bb terme eonaUnt différent de zéro. Il existe alors, en 
vertu de 1, doux autres polyDÔmea entiers en s et Ç, &{r, S) et F(ï. ï), tekqae 

(9) F&' + GP' = R(f«). 

D'autre part, à cause de (4) du § 2. 4, le polyaàme A^^y,. x) ayant ses points repré- 
senlatifa situés sur A^ se tràDaforme par la substitution (8) eu 

J("i + «iW + (Ps + Pt 4- ?)j) + * H^ («) (P = P,), 

-où Ht(z) représente un polyoônM entier en ^ dont le degré est au plus égal à n — I. 
Si nous multiplions les deux membres de (9) par Ht, nous obtenons 

F (H* G') + G(HjF') = H»R(Ï') 
ou encore 

P(ll4G'+ XG)+G{HiF' — XF) = HfcR{£»), 

>en désignant par X un polynôme entier quelconque en z et l. 

Hais le coefficient de z^ = ^"^ dans F est une constante, de sorte que l'on peut, sans 
introduction de puissances B^^tives de £, choisir X de telle manière qne H^F' — XF 
soit, par rapport à £, de degré au plus égal h m — 1. Par cela même, celui de 
H«G' + XG devient au plus égal à (2 — 1), et nous avons ainsi démontré l'existence 
de deux polynômes entiers Fj,(3, E) et Gi,(ji, E) de degrés, par rapport à :7, au plus 
égaux respectivement à m — 1 et / — f, et tels que 

FG»-(-GF* = H»R{f'). 

Ceux-ci, à cause de leur degré, sont d'ailleurs déterminés d'une manière unique. 
De cette égalité nous déduisons : 

<(I0) (ePJ'f) {«(«'+"«'« + !?' + ^■)P + *Gjj) + (ït'i + ="'!?+ (?' + WJ'G)(£^l' + *Pfc) 
= {(=1 + "i)S + {P + Pi + h)P + * Ji^ R (î? j, 

relation dans laquelle on peut, sans introduction de puissances n^alîves de l, rem- 
placer zE** par y. Noua obtenons ainsi : 

(*<} m E%*(tf, ï) + g(y, Wkiy, î) = h^, îv)R{ï.), 

«^ fiy, £'), g(y> ^) et h^{y, li) sont ce que deviennent f{y, x), g{y, x) et h^iy. x) 
après la subetilulion x = k>. 

Nous allons faire voir que gi,{y, l) et ^(y, {) sont également des polynômes entiers 
■en y et Ç». 
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Pour cels nous substiluons à £ dans (I I) la quantité u,£ où w est une racine ç"»* pri- 
■nilive de l'unité. Ceci noua donne : 

/(y. î'}5»(!/. "•?) +g{l/, £')A(y, ^£} = A* (y, £î)R(E»). 
On a doDC : 

f [y- ^) [g', {y, - ?* {y, <■.£)] + ;? {y. î') [A (y. Ê). - /"* (y, ^ï)] = 0, 

et par conséquent, du fait que /(y, ^i) et j^Ci/, ^) n'ont aucun diviseur commun, 

A(3/.0-A(î'.»E) = 0. 

Par suite, sans inlroduclion d'aucune irrationnelle, i se substitue à £« dans (11) et 
l'on arrive & 

(*^) /(y, ^)?«(y. a;) + ff (y, x)f,{y. x) = K {y. cc)Rix). 

Mais R (i) renferme un terme constant a différent de zéro, de sorte que nous avons 
encore : 

/'(y. «) à gx^V' '^) + ff (y- ^) i A(y, «) = K (y. œ) [i + p (a:)], 

p (x) étant un polynôme en x, nui pour ar = 0. Nous changeons de notation en écri- 
vant g^ et /), au lieu de --g^ et - /i et c'est ainsi que, sous une autre forme, nous ob- 
teoons la coogrueuce (6) que noua avions à établir. 

La coDgruence (7) se trouve de même vérifiée par le produit /Vjf*> puisque celui-ci, 
par la subslituUon (8), se transforme en 

Soit maintenant 

(»3) *<!<><...<(. 

et supposons que successivement l'on ait trouvé des polynômes en y et ;i: de degrés, par 
rapport à y, au plus égaux respeclivementàm — let l —{■.fi,f\;..,(^ £'(.?)■, •••9^^ 
tels que l'on ait 

(14) S^I,f^f,^fi + ... + f^){g + g,+g,+ ...+g^) mod.A^ + i- 

Ceux-ci, déterminés d'ailleurs d'une manière unique, vérifient doux à deux des con- 
gruences telles que 

(15) fgi -^gfi^hi mod. Af^.!- 
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Soit en outre v >■ p et supposons que v soît tel que l'on ait 

(16) £-(f^r, +/Î+ ... ^- /i.)C9 + ?*+ ■?. + - + ffi')^h. mod. i,^i, 

où /iv, comme du reele h- dans (15), est un polynôme en y el x, non idenliquement 
nul) de degré par rapport à y au plus égal à » — I. On aura deux nouveaux poly- 
nômes fv et jTv de degrés, par rapport & y, su plus égaux respectivement h m — 1 et 
l — 1, vériGant la congruence 

(17) fffy -f- irA = h-, mod. i.+i- 

A cause, d'autre pari, de la manière même dont on détermine, d'après (15) el (17), 
les polynômes f\ et g^, l'on voit que les points représentatifs du produit de deux quel- 
conques d'entre eux, /\^p par exemple, sont situés sur la droite AXh-^ o" au-dessus. 
De l'égalité 

if-i- fk-^fi-\- ... ■+f^ + r^){g-^9k + 9i-^ - -^9^^ ffv) 

jointe aux congruences (16) et (17) résulte alors 

* = (/+/* + --*-/(.-'- f.)i3 + 9k -t- - + 9y.^9.) "nod. i„ + i. 

Ce qui suffit pour l'établissement complet de la proposition énoncée. 

4. — Désignant les deux diviseurs ainsi obtenus par ^'^^{i/) et ij (y), nous avons : 

9^^\y) = ny,x)+f^{y,x) + f,{y,x) + 

Ç(7) =9(.!/>^)+9k(j/'^)'^ffi (^. '»)+ 

et pouvons écrire : 

î(y) = 9'-3)(i')Ç(î/) M 

De lu même façon, l'on parviendrait à trouver les diviiteurs s"^ (y), •^'•^^(y), ?'*^ (y). 
5l5)(î/) qui correspondent aux autres côtés du contour. Toutefois, coname ces derniers 
n'ont ni entre eux, ni avec î^'^'(^) de diviseur commun (§ 2. 7), l'on a nécessairement 

<J M = i>l'i(v) s«(!/) i»'''(ï) s'°'M [«1 

de sorte que l'on pourra partir de (j (y) pour leur détermination. 
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5- — Par la substitution (8), 9*^* (y) se transforme et devient 

\^P[F {^) + £* Fft (^, H- £' Fi (.-, l) + .... 



■où F^ (z, (), F,, (z, ^), ... , sont cerlaina polyn&moB entiers en z et £. 

Le coDtour relatifs ^^'^^(i/) dans le diagramme qui lui correspond, est en oonBéquenoe 
une certaine droite D, au-dessus de laquelle se trouvent touB la points représent^ifs 
■des polynàmes /jj (y, x), f^ (y, a;) ... . On a donc 

OÙ, relativement à D,^ a luëme signification que dans la formule du g 2. 8. 

6. — Le point impartant de 3 réside dans le fait que, dans (9), le résultant R Q?) des 
deux polynàmes désignés par F et G contient un terme constant différent de zéro, et 
4iépend en outre de \t. Dans le cas où le contour relatif & £ (^) est recliligne, on a [(7) 
-du g 2. 9] 

*(y)=(y* + «,^'')'' (î/«-Hajay)', ... (3/^ -1- a,, a:'')'; H-^A^px' y^ 

de sorte que, si deux au moins des facteurs (y^ + a, %fYi sont distincts, l'on pourtu 
poser, comme dans 3 

(i/î -h û,»")'-! ... (y + Afa;")'. = g {y. œ). 

La substitution y = z \>', œ^ fy permet d'en déduire une décomposition en fac- 
teurs : 

*M = *(»)«(»)■ W 

Dans celle-ci, les /"« et g^ ayant même signification que dans 3, l'on aura 
!?(y) = (y« + a,.^-y, -i- /'^(j,, a;) -+- /-ly, a;) + ... 

% (y) = ?(y. ^) -t- i7*{j/, a;) + iî'Ky. A + - 

La mélbode donnée dans 3 s'applique encore dans le cas où le contour se confond 
■avec l'axe des abscisses. L'on peut alors écrire [(9) du § 2. lO] 

iC(j,) = (s, + a,)'. ... (y + «i^ +2'^-?^J'^' 

«xpression dans laquelle le signe ^ ne s'étend qu'à des termes où b n'est pas nul. 
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f (y), dsns ce cas, ]>ourra toujours se décomposer co facteurs, lorsque ses termes iadé- 
pendaDla dex ae se réduiront pas à une simple puissance de (y + a,). 

7. — Nous faisons ici la môme observation que dans 5. Le diviseur 

Hv) = (y + a,x>'yi + /;{y, x) ■+■ fi{y, x) + ... 

a son contour rectiligoe déterminé par les points représenta tifs de (^ + a, iC)''!, tandis- 
que/i(j/, x), fi(y, x), ... ont leurs points représenta tifs situés au-dessus de celui-ci. 

8. ~ Le procédé indiqué dans 6 ne s'appliquant plus si les polynômes en y consi' 
dérés sont de l'une ou l'autre des deux formes 






nous en concluons que, dans tout polynôme en y irréductible, les termes indépendants' 
de X forment un polynôme entier en y & coefficients constants, puissance entière d'une 
expression linéaire en y. 

Cette remarque s'étend immédialemenl au cas où î{y) serait puissance d'un poly' 
nôme irréductible. 

9. — Comme conséquence enfin de ce qui précède, nous avons la proposition : 
Le polynôme 

*(y) = y"+A,y*-"* + ... +Aiv" -* + ... ■+ A„ 
étant irréductible, ou puissance d'un polynôme i>t^dttctible, l'on a tot^fourt 

i = 1. 2. ... (n - i) . 
p,, p,, ... pn représentent les premiers exposants dans les coeflicïents 



qui ici peuvent être tous ou en partie seulement à caractère entier. 

Dans le premier cas, la praposilion est immédiate. On le voit en considérant la droite 
à laquelle se réduit le oontour qui correspond à î (y). 

Dans le second, celui où certains des pi sont négatifs, une substitution de la form» 
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;!/ ^-^ où A désigne un certain entier, suivie d'une muliiplicalion de £/~jjparj; 
(ransformera 3 {y) en un polynôme 



dont fous les coeîricients seront h caractère entier. Le premier exposant de A'f 
(t =: i, 2, ... n) étant alors ?( + ik, l'on aura 

P„ -+- nk _ pi + ik 
et par suiie, ici aussi, les inégalités (18) que nous voulions établir. 

g 4. — Equivalences et ensemble V.. 

1. — Soit 

yj, = 6, a;'' -f- b^x'^ -+- ... -t- ft.ic" -t- ... 

une série quelconque ordonnée suivant des puissances entières ou fractionnaires de x, 
où 

*, <S<'8<- <'i< ■ 

et dans laquelle les termes h exposants négalifs sont en nombre fini. Soit en outre 'àitf) 
va polynôme quelconque en y. 

Si, dans 2(j/), on substitue à y la série y, et que l'on elTectue les calculs en ayant 
soin d'ordonner les [ermes ainsi obtenus suivant les puissances croissantes de x, on 
obtient une série que nous di'signerons par 3(yo). 

EtanL donnés deux polynâmes en y, 3 [y) et A(y), nous disons que lés séries qui leur 
correspondent Q {yj et 31 (jp) sont équivalentes, ce qui s'écrira 

(I) a(!(.)~9i&,) 

si dans cbacune d'elles, si loin que l'on poursuive la comparaison en commençant par 
les termes dont les exposants sont les plus petits, les CDefficients des mêmes puissances 
de X sont identiques. 

On voit tout d'abord itnmédialement que (1) ayant lieu, on a égalemejit 

«t que les deux équivalences 

«nlratnenl la suivante 
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Si l'on additioane, soustrait ou multiplie membre & membre deux ou pluai«>iurs équi* 
valences, ou en obtient de nouvelles. Si enfin, au sens défini dans le g 1. 2, on a 



Q(y„)s«ift{yJ. 

ii(>j) étant toujours un polynôme quelconque en t/, dous disons que y^, est racine de 
l'équivalence 

(2) a(y)^0 

ou plus brièvement racine de 'â[y), si, ^g élant mis & la place de y dans cette dernière 
•relation, l'expression 2(yo)que l'on obtient ainsi est équivalente à zéro. Une équiva- 
lence telle que (2) sera dite in-éductihle, si son premier membre est irréductible. 

Dans la suite, nous utiliserons, en les appliquant aux équivalences telles que (2), les 
■locutions que l'on emploie lorsqu'il s'agit de quantités racines A'équatioTis données. 

2. — Une même série y„ ne peut Cire racine de deux polynômes in'êduclibles 
distincts. — •:i{y] iil Si,(y) étant irréductibles, il existe en effet deux autres polynômes 
%(y) et «.(y) [(6) du § 1. 4] tels que 



ce qui entraîne 
Si donc on avait 



2(y)2,('y) + «0/)«,C.v) = l 



on aurait aussi, 'J, (j/J et Si, (i/„) ne contenant jamais qu'un nombre fini de puissances 
négatives de x : 

-et par conséquent 

OCNS t, 

ce qui estjcontradîctoire. 

De la même façon, l'on verrait que y„ ne peut être simultanément racine de deux po- 
lynômes, dont l'un, irréductible, ne serait pas diviseur de l'autre. 

Donc, pour qu'un polynùme 9ï(y) admette en même temps qu'un autre polynôme ir- 
réductible 'J(y) la racine y.^ il faut et il suffii qm S(i/) soit divisible par 'à[y). 

3 (')- — Soit maintenant 

«(y) = y" H- - -H Afy"» - '■ -H ... -(- A„ 

(>) Cf. pour U On d« ce paragraphe et le cominencenient duiuivant, dans le 92" volume do /our- 
■wA de Crelte, le» premi«rei pages du Mémoire de MM. Dedebind et Weber, intîtuU : « Théorie 
■der algebraitohen Functionen einer Verùnderlichen : 
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UD poljinAme en y, de d^ré n, irréductible, dont les coetficients 

[i = i. 2. ... n|' ' ' 

sont à caractère entier ou ralionnel. 
Nous posons 

(3) *(,)=., 

et nous admettons que celte équivalence est vériGée par l'expression ]/„ écrite au début 
de l'alinéa 1. On peut, en partaut de celle seule hypothèse, détermiaer la forme exacte 
de y„ ut c'est la solution de ce problème qui fera l'objet de la fin de notre première- 
partie. 

Nous introduisons pour cela l'easemble E des expressions que l'on obtient en rem- 
plai;ant y par y„ dans n'importe quel polynàme en y, dont les coefficients sont des 
séries ordonnées suivant les puissances enlières de œ. Ces expressions seront désignées 
par a, fi, ... ou «(j/o), ^(yo)i ■•■ et seront appelées fonctions de E. Par i>(y), P(y), ... 
nous représenterons toujours les polynàmes en y dont n et ^ sont issues. 

Si a et ^ appartiennent à E, il en e^t de même de 3 + ^, x^. Mais, pour le moment 
tout au moins, nous excluons la division de deux de ces quantités entre elles, et c'est 
pour cela que nous ne donnonB pas à £ le nom de coi^. 

4. — Trois fonctions a, fl, -f de E étant données, si l'on a 

(4) p =^ Y 

l'on a aussi 

(3) .p^,,. 

La réciproque est vraie : si (S) a lieu sans que x soit équivalent à léro, (4) aura lieu 
également. 

En effet, «(j/o) n'étant pas équivalent à zéro, «(y) n'est pas divisible par '£{y) et il. 
existe deux polynômes a' (y) et ^,(3/) tels que (§ 1. 4). 

*(y)=,'(y)-HÏQ/)$.(y) = l [X] 

tels par conséquent que 

Nous pourrons donc supprimer dans les deux membres d'une équivalence un même- 
facteur non équivalent à zéro. 
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s. — Soit a(y} un polynôme en y de degré quelconque m. Si m > m, (m penl diviier 
k(i/) par £(}/) (§ i. 4) et obtenir une relation de le Torme 

dans laquelle ?(y) est en y un polynôme de degré au plus égal an — 1. 
On a par coDBéqueirt 



d'où la proposition : 

Toute fonction « de l'ensemble E est équivalente à une expression unique de 
la forme 



. oii te» Ag, ... A„_i sont des série» à caractère rationnel. EtéeiproqoBVteot, toute 
expression telle que (6) appartient aussi à E. 

6- — Si le déterminant 

d = |a«| 

•des n fonctions deK : 

'.=<'+ M" ». + •■■**!."-. <-'] 



n'««( pas équivalent à xéro, toute fonction de E sera équivalente à une expression de 
la forme 

^ili + AjUJi -i- ... 4- A„r|„ 

dutis laquelle tes A,, A A„ sont de» séries à caractère rationnel. 

On dit dans ce cas que ii,,r, >]a constituent une base de£. 

Le déterminant D, tous calculs effectués, est une série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de x. En disant qu'il n'est pas équivalent h zéro, nous entendons par 
là qu'il existe un nombre Uni k tel qve io'' multiplié par une constante non nulle, soit 
4e premier terme du développement en série de D. 
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- 28 — 
£a désignant par a\ ' te coefficient de A '. ' dans D, l'on aura 

(A = 0, 1, 2, ..., n — l) 
e qui, après rouKiplicalion de part et d'autre par la série I^ définie (§ 1.4) par l'égalité 

tous donne 

4~aWD'„ + ... + »WD',„ 

(A — 0. 1,8, ... n — i) 

t ici h caractère rationnel, puisque c'est le cas de a^'' 
comme mineur de D, et de D' d'après sa dérmition même. 

Ayant ainsi l'expression dés dîlTérenles puissances de ^g, nous voyons que toute fonc- 
tion deE peut s'exprimer au moyen desr], ... ii„ etque, par conséquent, ces n fonc- 
tions constituent bien une base de cet ensemble. 

■?. — Par fonctions rationnellement indépendantes de E, noua entendons tout sys- 
tème de fondions ii,, vj,, ... i^^ tel qu'aucune équivalence de la forme 

A,T), + AjTl, + ... -I- AmUm ^^ 0, 

dans laquelle les A,- sont des séries rationnelles, ne soit possible sans que l'on ait 

A*=«0. 

(* = i.8, ...«.) 

m fonctions de E rationnellement indépendantes ne peuvent se rencontrer si in est 
supérieur à ïi et l'on voit facilement que : 

Pour qu'un système de n fondions de E constitue une base de cet ensemble, il 
faut et il suffit que ces n fonctions soient ralionnellement indépendantes. 

8. — Toute fonction de Pensemble E est racine d'une équivalence de degré n. 
^t) ^91 '■■ '>ln étant en ellel une base quelconque de E et ï une fonction quelconque 
de cet ensemble, on a : 



(8) 



[ ÏI1 î^ A,,î), + A|,ii^-)- ... + A,„ïi„ 
1 ïil, iTNS A„J), + A.iHj + ... + A,„-ri„ 



■s A„|Tri, +A,„Tli 
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où les Ait sont dea séries rationnelles en x. On en déduil l'équivalence 
,, — S A„ A„ 



(9) 



A„, A„, A„„ — 1/ 

vérifiée par C, et que nous écrivons 

(10) ç{y} = y-+B,y— '-H...-l-B„.-«0. . 

Ce polynâme en y, <!>(!/). dans lequel le coefGcient de y" est égal & l'unilé, esl indé- 
pendant de la base ii,, ii,, .-■ t,„, 
A l'expression 



{- *)'! 



A„ A„, 



e de ;. 



que l'on désigne par ia notation .01!, (Ç), l'on donne le nom de n 
On voit que 

(H) - ?(0 = :>t.(/-0-(-ir Jt(î-0 

dans le cas où t est, soit une constante, soit une série rationnelle en x. 

9. ■■- Z étant fonction de l'eruemble E, l'équivalence à laquelle salis/ait C c 
premier membre soit irréductible, soit puissance d'un polynôme irréductible ('), 
Soit 



(12) 



?, (!/) = /+ B', /-»+... + B',_,î/ + B; 



^0 



l'équivalence de degré minimujn vérifiée par (■ tes coefficienls B\ sont ici des séries 
rationnelles en x; ?i (j/) est irréductible et nous avons par hypothèse e <C n; 1^ 
satisfait aussi h une équivalence telle que (10) 

If (y) «sa 

et f (y) est divisible par », (y) (§4. 2). 

0) Cr. Dbdbkind et Websb, Loc. ci!, p. ISS. 
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De même qu'à y^ nous avons fait correspondre l'ensemble E, de même ici ooas pou- 
TODS faire correspondre à C un ensemble E' dont toutes les foDctions seront de la forme ; 

A', -!- A',i + ... -1- A'^_,i:'-', 



«ù les coefficients A'^,, A',, ... A'^ _ j seront des séries rationnelles en x. 
Ceci dit, soit 

(13) ./+-n, /"'-»- .-. -HV-i y-H Y-^O 

l'équivalence de degré mimmM»t vérifiée par y^ dans le cas de coefBcienta 11,, ... r,^ ap- 
partenant à £'. Nous pouvons, dans le premier membre de celle-ci, à cause de l'irré- 

uctibilîlé de f , (1/), supposer 4. le coefBcîent de t/f égal à l'unité. 

!// et par conséquent toute fonction de E sera équivalente à une expression telle 
que 

m C'„H-G',y, + ...+Cy_,y/-S 

^ans loquelle les C'„, C',, ... Cy _ 1 sont fonctions de E'. 

Or (14) n'est autre chose qu'une fonction linéaire des e/' expressions 

■<15) y,,n" 

A = 0,1, ...(/'- J) 
A = 0, 1, ... (e - I; 

-dans laquelle les coefficients sont des séries ration mettes en œ. 
Toute relation de la forme 

dans laquelle les A^;^ seraient des séries rationnelles en ai non équivalentes à zéro, est 
d'autre part nécessairement exclue à cause de (13), dont le degré est minimum. Les ef 
expr^iions (14) constituent donc 7. une base de E et l'on a par conséquent 

e/'— M. 

Nous utilisons maintenant la base (15) et déterminons X(î). 
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Or voit que l'on a 

(16) X c) = [{- iy w, Y = {- ty We f. 

11 suffit maiotenanl de considérer la fonclioQ X, — f (t = conalante arbitraire). 
Celle<ci satisfait à une équivalence dedegré minimum que l'on déduit de (12). La \w 
mule (16) appliquée à la fonction {^ — £), en tenant compte de (11), donne alors ladé- 
monslralion du théorème é do OQé. 

10. — On voit facilement que léro est la seule fonction de E dont la norme soit 
équivalente à zéro et que la norme d'une série rationnelle en iU est équivalente à la 
n**»"* puissance de celle-ei. On voit aussi que les normes ■^^■(î) et Jt (ï') de deux fonc- 
tions quelconques de E vérifient l'équivalence 

(17) ot (!;!;') ~')î.CC)Jïi(C). 



§ 5. — Fonctions cnlières de E. 

1. — Par analogie avec les fonctions algébriques entières, nous dirons qu'une fouc- 
ti(Mi ui de l'ensemble E est entière, lorsqu'elle satisfait à une équivalence de la forme : 

(I) r-HB, y'-' -h... + B, .-v,0 

dans laquelle les coefficients B,, B,, ... B, sont des séries rationnelles à caractère entier. 
D'après cette définition, les séries rationnelles qui, elles aussi, appartiennent à E, ne 
seront entières que si elles sont à caractère entier. 

2. — La somme, la différence et le produit'de deux fonctions entières de E sont de 
nouveau fondions entières de E. 

La démonstration est ici la même que celle que l'on donne dans le cas de fonctions 
algébriques entières. 

3 et P étant deux fonctions entières de E qui satisfont aux équivalences respectives 






nous représentons par lo l'une ou l'autre des expressions 
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Fuis nous poBODs kl = met désignons les m quantités 



■dans un ordre quelconque par u,, u,, ... ui„. 

A cause de (2) les produits uiiu,, uiui,, .... uw^ peuvent s'écrire 



(■■ = 1,2, ...m) 



où les Cr,j sont des séries ralionnelles à caractère entier. L'éli mi nation de m,, 
conduit alors h l'équivalence 



dans le premier membre de laquelle les coefficients sonl des séries rationnelles 
entières. 



3. — Si C est une fonction de E et si 

?(.'/) = ï" + B, y"- + ... 



>^0 



est l'équivalence de degré n, à laquelle satisfait ^, le polynôme o(i/) est ou irréductible, 
ou puissance d'un polynôme irréductible. 
Or, la norme de Ç 

,)î,(g = {-i)"B„ 

ji'est entière que si les coefrtcients 

B,- = flj.^. x''' -+- %H-i ar?--^' + ... 
sont tels que l'on ait 

p,. > 0. 
(i = i.ï, ... «) 

Ce sera toujours le cas, en vertu des inégalités [(18) du § 3. 9], lorsque 

P„ > 0. 

Nous aboutissons donc à la proposition fondamentale : 
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La condilion nécessaire et suffisanle pour qu'une fonction de E soit entière est que 
sa norme soit à caractère entier. 

En désignant, ainsi que cela se fera dans la suite, l'expos&nt p„, enlrant dans B„, 
sous le nom d'oivfre de 3L(J^), nous pouvons énoncer cette môme propoeilion sous la 
forme : 

Pour qu'une FonctioD de l'ensemble E soit entière, il faut et il suffit que l'ordre de sa 
norme soit positif ou nul. 

4. — Elant données deux fonctions a et ^ de l'ensemble E, dont la seconde ^ n'est 
pas équivalente àiéro, il existe toujoursdans E une et une seule fonction f telle que 



Si, en efîet, nous considérons ^ =: ^(1/^), a = a(i/n), il existe, par extension de la for- 
mule (3) (§ 1. 4), puisque ?(i/) n'est pas divisible par ï(t/), deux polynômes Y{y) et 
f I (y), Y (y) de degré au pi us énat kn — 1 , tels que 

(3) P(j)YW + î(î)ï.{y) = 'M M 

tels par conséquent que 

P(yo)Y(i/o)~='{y.). 

La fonction Y ^ t(2/u) ^'us' obtenue est d'ailleurs unique, car si l'on avait encore 

1' étant en y» de degré au plus égal k {n — I), on aurait : 

P(yo)[Y(j'.)-7'M~0, 
c'est-à-dire (§ 4. 4} 

Y'!/u)=^.ï'(tf")- 

5, — Deux functions « et p de E élant données, nous appelons quotient de a par p la 
fonction 7 de E telle que 

(4) h~.. 

Nous représenterons cette fonction 7 par la notation g- 
A cause de (4) et de § 4. 10, nous avons 

de sorte qu'en utilisant la définition donnée § 1. 4, nous pouvons écrire 
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-(i)~(Srr!)- 

dre de ;)r, (Vj esl égal à l'ordre de );< (a) diminua d" celui de X(p), 

— Une fonctioD quelconque a de l'ensemble E gbI dile divisible par une autre 
lion p du même ensemble, si g est fonction entière de E. 

los cette dëfînilion, comme dans la jirécédente, on suppose toujours que la fonc- 

^ n'est pas équivalente à zéro. 

Étant diviiiible par p, et ^ par f , a esl à son tour divisible par -f. 

en effet l'on a, ï et r) représeutant des Tonctions entières. 



r; e3t également fonction entière, 
l'on a a et ^ divisibles chacune par i et que a, et ^, soient deux fondions entières 
1, l'oa aura toujours aa, rt PP, divisible également par f. 
eséi]uivalences 

léduilen effet 

ui démontre la proposition, puisque x^t^ + {i,; est une fonction entière, lorsqu'il 
et de même de t et !;. 

our qu'une fonction a soil divisible par uue fonction ^, il faut et il suffit que Tor- 
de ■>ï (a) soit égal ou supérieur à l'ordre de Jï^CP)- 

, X{3.) et X-(3) étant dit môme ordre k, il existe une et une seule constante a 
que X(b — dP) soil d'ordre supérieur à k. 

ir conséquent 



Jl-{a-«^)=>.X.(^-a) r.,0). 
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- 35 — 
il sutBt, pour démontrer cette propoJjitioD, de faire voir qu'on peut trouver une cona- 
tanle unique a, telle que l'ordre de X (-„ — a j soit un nombre positif dilTérent de 
zéro. 

a et P étant de même ordre, la fonction g = ^ aura sa norme d'ordre zéro et par suite 
[% 3- 8) ï satisfera à une équivalence 

2 (y) ~ 0, 

dont le premier membre, ordonué suivant les puissances croissantes de x, peut s'écrire 

•Mu) = '.y - «)■ + "f, (y) + »V.(») + »'/.« + -. 

OÙ /", (y), /", (y), ... sont des polynômes entiers en y de degré n — 1 au plus, & 
coefiicienlg constants. Par la substitution y — a =; z, on passe alors & un polynéme 
en s : 

a, (») = I- + «/-.(i + ») + x'hc + ") + ... 

dont i; — a est racine. Or dans 12, {z) les Isrraes indépendante de : dépendent tous 
de a;. j 

3^{^ — a) est donc d'un ordre au moins égal à l'unité et notre proposition se trouve, 
par ce fait même, entièrement démontrée. 



§ O. — Fonctions d'ordre nrinlmum. 

1. — A' désignant l'ordre de X(3), le nombre entier ou fractionnaire- sera dit ordre 
de « par rapport à x. 
Dans le cas où a se réduit à une série rationnelle eu x 

comme l'ordre de Jî>(a) est np, l'ordre de a par rapport à x sera le nombre p lui-même. 

D'après tes déCf.iLions, l'ordre d'une fonction a de E est toujours un multiple de -, 

et par conséijuenl, dans l'ensemble des fonctions entières de E, il y en a certainement 

dont tordre, relativement à x, est mini 



2. — L'ordre d'une fonction d'ordie minimum ne peut être que de la forme - . 
La fraction étant supposée irréductible, on peut en effet toujours déterminer deux 
nombres entiers positifs r' et k tels que 

^■)^ — \r=ks. 
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Si donc une fonction a de E, d'ordre -, est donnée, la fonction de E 



sera d'ordre -, puisque l'ordre de ao norme esl égal 4 

r'n nk^n -• 

s s 

Enfin, 3 sera soit égal à n, soit diviseur de n, puisque l'ordre est toujours multiple 



2. Pour qu'une fonction <x soît div'îsible par une autre fonction p, il faut et il sufGi 
que l'ordre de % f | j soit nul ou positif. Au oas et seulement dans le cas où cet ordre 
serait nul, nous disons ijue a est dicisible exactement par p. L'ordre de 3Ii(3) esl alors 
égal à celui de U(p). 

T. désignant maintenant et une fois pour loales l'une quelconque des fonctions d'ordre 
minimum dont l'existence est établie, nous avons la proposition : 

Toute fonction a de l'etiseinbleEest divisible exactement par une puissance entière 
positive, jiulle ou négative de ". 

m étant l'ordre de X(a] et l'entier i ^— l'ordre de X(it), l'on a eflectivemenl m 
multiple exact de {. 

Pour le voir, nous posons m ^ />' -h t, où t désigne ie plus petit reste positif de la 
division de m par l, et remarquons qu'ayant 



.(.)./^ 



l'ordre de celte norme se réduit à 



Si donc t était différent de zéro, comme l'on a 



la fonction — serait relativement à a; d'ordre inférieur à it. O résultat étant contradic- 
toire, on a forcément t = 0. 
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3. — Toute fonction a de l'ensemble E est toujours divisible exactement par une 
fonction afi n'', oit q etp sont deux entiers dont le second peut cire pris positif et égal 
à l'un des nombres 0, 1,2, ... (s — 1). 

En effet si 

m=--qn-h k (0 < A < n) 



k étant positif et inférieur a, n, p sera égal à l'une ou l'autre des (|uantilés 0, I, 2. ... 
s — 1, ce-que nous vouliuus établir. 

4. — Les proposilioDS 2 et § 5. 7 nous permettent maintenant d'affirmer qu'a toute 
fonction x de E correspond un développement 



;i) 


" = 


«*"* + 


«»+ 1" 


k+l , 


+ «»+2'' 


' + ^ + 


... + 


». 


1t"-f- ... 


signiCanl 


que 






















"- 


-"»-* 










esl div 


isible 


par 


17* + ', 




■- 


■(-«''. 


+ «J+ ! 


1"* + 


') 




• 


• 


• 


„A + 2 



etc. 

Les a^, a^ , ^, ... sont des constantes, k un entier. Ce développement (1), qui en 
général se poursuit aussi loin que l'on veut, est unique ; car, si pour a l'on avait un 
second développement différent de (I), l'on en déduirait 

oii bi^O; ce qui est contradictoire, puisque zéro esl divisible par toute puissance de ir. 

5. — A côté du développement précédent, que nous n'aurons pas |à utiliser, on en 
peut considérer un autre, dont l'existence se trouve aussi établie par § 5. 7 et par 3 : 

(2) a= ''^Ar''^^*" + ''A, )■ + 1 ^*'"'' "*" * -^ ■■■ -'-«A, j — i^*"'" ^ 

i = k+ l 
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Celui-ci, pardérinition, signifie que 

1 — (i^,,io ît'' esl divisible ^r 3?*='" + ', 



Or, le SBConJ membre de (2) peut se mettre sous la forme d'un polynôme eu n du 
degré s — l, dont les coefficienU sont des séries rationnelles eu x. Nous aboutissons 
(lune au résultai suivant : 

a éltnt une fonction quelconqui de E et k une fonction d'ordre minimum - retaiif " 
à X, il existe toujours un polynôme en «, unique ^aiVeun, 



lie degré s — l au plus, dont les coefficients sont des séries rationnellea'en x et Ul 

que la </i/fé-ence 



soil tlicisidle par une puissance entière de x aussi élevée que l'on oottdra. 

6. — En appliquant ceci aux puissances de y^ ■ *, y«,y^> ... y,""', nous aurons» 
différences, divisibles chacune par une puissance de x aussi élevée que l'on voudra ; 

y'» — (Aoi-4- Ai,-Tt -f- ... + A, _ 1^ ,-Tt*- •] 
[i = t..1.!....(n-l)) 

dans lesquelles lea A ^^ sont séries ralîonnelles en x. 

Si mainlenanl s est inférieur h n, il existera toujours n séries rationnelles C„ _ ,. 
C„ _ 2- ■ ■ ''l- *^ '®"^* 1"^ '''^'' ^'^ ■ 

•** = G,. _ 1 A^o -H C„ _ g A^i -f- G,( _3 A^2 "I- ■■■ + Gq K^ „-_ i j^ 9j 
'A = 0, 1, 2, .. (î - D] 

telles par conséquent (§ 5. 6) que la dilTcrence 

I — I 

~ W ~ ' + '^l'"""' + - + *^ - «»« + '^■. - 1 
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soit divisible par une puissance entière de x aussi élevée que l'on voudra. 
Cela élanl, la fonclion 

Goyo* ~ * + Ctyo" ~ *+■■■+ C„ _ 1 = ti 

salisfail, puisqu'elle apperlieot à £. à une équivalence de la forme 

y"-t-A'ii/"~ * + ... + A'„i:^0, 

dont le premier menibre peut être ou irréductible, ou puissance d'un polyuùnie 
irréductible. L'ordre de la norme ( — 1)" A'„ de t, est aussi élevé que l'on voudra, et 
par coDBéqueDt (§ 3. "9) l'on aura i)" <r>i 0, c'est-à-dire 

(c„ï„"- ' + -+C. _,)■-. 

et par euîle 

Co yo" ~ + - . . -f- C„ _ 1 CHS 0. • 

Ceci esl impossible, vu l'iriéductibililé de l'équivalence de degré n [(3) du g 4. 
doni y^est racine. 

(-'hypotbèse s ■< n est donc inadmissible el l'on a Décessairemeut i = n. Par 
soi te : 

L'ordre relativement à x des /onctioni d'ordre minimum dans Ë, est égol à - . 



§ "ï. — Forme néeesHnire de yo- 

1. — TT élanl d'ordre minimum, sa norme, à cause de la proposition précédente, 
sera nécessairement d'un ordre égal à l'unilé. Ceci exclut pour n la possibilité d'être 
racine d'un polynAme réductible. 

Soit 

(1) a(y)=ff''+B,j,"-t + ...+B,l^-0 

l'équivalence irréductible à la laquelle satisfait t;. A celle-ci correspond un diiigrnmme 
tel que celui représenté dans la figure 3. Soit Q' [y) le polynôme à coerticient;', fitics 
rationnelles en î, que l'on obtient en substituent, dans '^{y), î" à x. Le diagramme re- 
latif à 2' [y) est alors donné par la figure 4. dans laquelle, è part A' et B', aucun point 
représentatif ne se trouve sur A'B'.En effet, dans tous les coefficients B^, B^, ■-> B,^_j 
de 3(i/], le premier terme eat, ainsi que l'indique la figure 3, au moins du premier degrâ 
par rapporta ;!;. 
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Od peut en cooséquence écrire 

foroiuledans laquelle ^ s'étend à lousieslermes de 2(y)donlIespoiQfa repréaenUUrs 
sont au-dessus de A' B', et où a oVat pas nul. 




Mais y» + aV* peut se décomposer en h facteurs linéaires dislincts. 2' (y) est donc 
décompoeable (§ 8. 6) en un produit de n facteurs : 

(2) ^w-nu-Pifi)) Bi 

dans lequel les p^ (;) sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de {, 
çant toutes par un terme du premier degré. 




De (2) nous déduirons aussilAt 

(3) ■:î(y]=ll{'j-Pi{^^)) [-^3 

de sorte que n racine de (1) ne peut être que l'une ou l'autre des n sériesp; la;' 
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3. ^— Les fonctions 1, ir, n ,... n" , nécessairement indépendantes h cause de 
l'irréductibilité de (1), constituent une base de Ë, et I'od b en particulier 

(4) yo=« Co + C, i: + ... -H C„ _ , tt" ~ 1 

otï les Co> Cj, ... C „ _i sont des séries rationnelles en .v. 

Nous en concluons immédtalemeni, après avoir ordonné convenablement les termes 
du second membre de (4), que y» est nécessairement une séria ordonnée suivant les 

puissances croissantes de X n . D&OB cette série figurent en outre forcément, comme 
exposants des x, certaines fractions qui, mises sous forme réduite, admettent n comme 
dénominateur. 

Si ce n'était pas le cas en efTet.roaaurait, en désignant pnr/unnombreinférieur à n, 
l séries conjuguées et distinctes, y^, y",, i/\, ... y»^^ " ^', et le produit 

(y - î/o) (y - i/o) ■■■■ {y - î/qC- '') ' 

polynftmeeDydedegré l, aurait comme coefficients des séries rationnelles enx. Résultat 

-contradictoire, puisque j/g ne peut être racine d'une équivalence de degré inférieur à n. 

On a donc 2=:n et l'on voit en outre que l'équivalence irréductible de degré n, 

'£ (y) =^0, admettant la racine j/oi admet nécessairement (n — 1) autres racines, 
Yg>y«", ...y»"-'. 
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DEUXIEME PARTIE 



§ 8. — Remarques préliminaires. 

1. — Nous avons va (§3. 8)qu'un polynàme en y dont les coefficients sont à carac- 
tères entiers, est nécessairement réductible, lorsque ses termes indépendants de x se 
réduisent h. un polynAme entier dont deux ou plusieurs racines sont distincles. 

Nous revenons sur ce point là, en partant d'une proposition d'algèbre élémentaire 
(conséquence du reste du lemroe g 3. 1). 

Si deux polynômes entiers en x, A et B, ont un résultant différent de zéro, il 
exitte tovjùura, quel que soit le polynôme entier C, deux autres polynômes U et V 
tels qu'identiquement l'on ait 

(1) AU + BV=C. 

Si les degrés respectifs de A et B sont k et l, U et \ pourront Hre choisis de degrés 
respectivement inférieurs à l et i, et cela d'une manière unique, lorsque C est de 
degré au plus égal à k -h l — 1 . 

Nous pourrons, au moyen de ce lemme, obtenir les séries, racines d'un poIynAme 
quelconque £(y) et montrer qu'elles sont convergentes lorsque les coefficients de 
'£{y) le sont aussi. 

2- — Un polynAme quelconque S{y), tel que ceuz considérés dans (i) du § 2. 1, 
étant donné, nous l'ordonnons suivant les puissances croissantes de x et obtenons 

(2) I(J) = F (y) + rf,(!/) + >>> F, (j,) + ... + .r-F. (y) + ... 

Tous les coefiicients du second membre sont des polynômes entiers de degré (n — 1) 
au plus, & coefficients constants. Seul F (y) est de degré égal à n. 

Par hypothèse, deux racines de F (y) sont au moins distinctes; en conséquence, nous- 
écrivons 

(3) F(ï)=H(j,)GM. 

en choisissant H (y) et G (y) sans diviseur commun. De plus, k et î sont les degrés res- 
pectifs de H (y) et G (y) et nous avons 
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Comme H et G ont un. résultant différent de zéro» noue pouvons, par application 
■du iemme 1, trouver deux suites de polynômes entiers en y, tous bien déterminés 
H,, H,, H„ ... de degrés au plus égaux à A — 1, G„ G,, G„ ... de degrés au plus 
égaux kl — 1, vérifiant successivement les identités : 



lesquelles s'écrivent encore 



F, 


= HG, + GH, 


F,— H, G, 


= HG, + CH, 


F, — (H,G, + H,0,) 


= HG. + GH, 



<6) F, = HG, -1-H,G, + H,G 

F, = HG, -i-H,C, + H,G, 



Si dODC nous posons 

»(!/) = H(j,) + »H,(i,) + »-H,(j,) -H ... 
Ç(ï) = <î(») + ajG.M + »'G,(J) + ... 
nous aurons en conséquence 

*M = «(>)« M W 

et aurons ainsi elTectué une décomposition de X(y). 

3. Dans le cas où F(y) a toutes ses racines égales, une décomposition telle que (3) 
n'est plus possible, et il faut modifier notre procédé. 

Nous pouvons supjioser que F (y) ^^ y", puisque un changement de variable de la 
forme y — a ^ j/. eflectué daas 4 (y), nous ramène à ce caa-lA. Dans celte hypothèse, 
le contour polygonal dans le diagramme qui correspond à £(y) peut être ou non brisé, 
mais son premier càté ne coïncide pas avec Taxe des abscisses. 

Nous distinguons deux cas. 

Prbmiui cas. — Le contour du diagramme est brisé. 

Nous nous reportons h la figure 1 du § 3, et remarquons que l'on peut alors écrire 

(7) ÎM^j'-f'/Ofe.ïj + S*.?»'/ 

formule dans laquelle y'* ~ P* /"W {y^ ai) comprend les termes de î(y) dont les points 
représentatifs sont situés sur Ag A,. Les points de coordonnées (^, a) qui correspondent 
■ii £, sont tous situés au-dessus de A^A, et de^n prolongement. 
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On a encore (§ 2. 4), après avoir désigné l'inclinaison de Aq A, par la fraction ré- 
duile ^ : 

(8) np, < «y, + pp,. 

La subslitution 

y = ar £)■, , j; = îî. 

transforme alors le second membre de (7) en ^'^'t £" (j) où 

f (z) = [z- - P. G (t) -H £• 2A,pî'' =^]- 

Dans £' (s), G (z), à cause de la forme parliculiëre de /'''(y. lo), ((5) du § 2. 8), est 
un polynôme entier en x, dont aucuneracine n'est égale à zéro ; et î, à caase de (8), 
un exposant positif difTérent de zéro. 

£' (t) est donc, d'après 2, décomposable en deux facteurs 

(9) i'w = «.'(,)ç'w [î| 

oi 



e/ (î) = G (!) + s G, (,) + S- G, (.;>) + . 



Les deux membres de (d) multipliés par^"'! donnent ensuite 

f'î' M = (>«-'■>". «■W)(iP""(j'w) ■ M 

et nous avons, là encore, une décomposition de î {y). Ici en eSel il est possible, comme 
au §3. 8, de remplacer dans les deux fadeurs du second membre et sans introduction 
d'aucune irrationnelle ou de puissances négatives de \, z;''i par y el ^^i par x. 

Deuxièub cas. — Le contour du diagramme est recllligne. 

Ici, la subslitu tion y ^^ z ^i', x = ^i transforme les polynômes ^(i/,x) et 5 (y, x) dans 
§ 3. 6 en deux expressions 

f'P9 F (3) et t('-.+ '-i + -+'-')+J'3 G (3) 
dans lesquelles 

F (») = (2! + »,) 

G {z) = (!« + «.)•■■ il' + «,r> - («« + «,)'■'; 

« (!,) deriinl 5I'. + 'î + - + '■)» f (j) el l'on 1 



î'(î) = FWC(î) + 2''*.?t"!' 
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arec a toujours aupérieur à zéro. Comme le résultanlde F(z)et G(;r) n'est pss oui, on- 
peut ici encore opérer comme dfins 3, cl, après avoir obtenu la décomposition de £'(:), 
passer à celle de î {;/). 

A. — Si l'on a 
(iO) . A'„ A„ =^- 1 

les racines de 

(11) A,s(" + A,r-' + -+A„~0 
seront les mêmes que celles de 

(12) j/" + A'„A, y»-' + ... + A'„A„--njO. 

Si, de plus, les coetficients de i'équivalence (12) ne sont pas tous à caractère en- 
tier, une substitution 

(") j=i 

où k représente un certain entier, la transformera en une autre de cette forme-là. De» 
racines du polynôme ainsi obtenu l'on passera facilement à celles de (((). 

Nous pouvons en conséquence, dans la détermination eiïeclive des racines des poly- 
nômes, supposer qu'ils sont de la forme 

(14) 2/"-HA.y''-'+... + A„ 

dans laquelle les séries rationnelles A,, A,, ... A„ sont toutes à caractère entier. 

Si, en outre, Ao dans (10) est une série ^convergente dans le voisinage de ;c ^ (à 
l'exclusion peut-être du point a; = lui-même), il en est de même de A'u, et par con- 
séquent des coeffieienis de (12) si ceux de (11) le sont aussi. Les coefficients de (12) et 
ceux du polynôme que l'on obtient après une transformation telle que (13), sont aussi 
simultanément convergents. Il suffira donc, pour la démonstration de convergence des 
racines d'un polynôme en y, de considérer un polynôme tel que (14). dont les coeffi- 
cients, séries rationnelles entières, convergeront tous dans le voisinage de a; =: 0. 



§ 9. — Détermination efTectlve des racines d'une équivalence. 

Un polynôme en y, î(y). dont les coefficients sont à caractère entier, étant 
donné, son contour dans le diagramme qui lui correspond est en général brisé et admet 
un premier côté coïncidant avec l'axe des abscisses. On peut alors, parle procédé indiqué 
dans § 8- 2, obtenir le facteur 36 (y) qui correspond à ce premier côté et décomposer 
ainsi £ [y) en deux facteurs : 

•£[y) = ^ [y) a (y) [^1 
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Ln diagramme relatif à 2 (y) aura g^Déralement aussi son contour brisé, maïs son 
premier côté ne pourra se confondre avec l'axe des abscisses. Nous utilisons alors la 
méthode § 8. S et obtenons le facteur } (y) qui correspond à ce dernier cAté. El ainsi de 
suite i de la sorte, on arrivera à mettre S (v) sous la forme 

*(>/) = «M Kï) ■•■»(!') M 

Dans celte dernière relation, les facteurs du second membre admettent tous des 




eontours rectilignes et sont en conséquence décomposables chacun en facteurs de la 
forme 



i>/^i,-^ai^:xfi,)-i,+^A,^x'y 



dont le diagramme peut être caractérisé par une Bgure telle que {fiff. 5) dans laquelle 
les points représentatifs de 



sont situ^ sur AB et ceux de^ A^a^yP au-dessus de AB. 
La substitution 

(2) a!=ll>- 

transforme les facteurs (1) en expressions ; 



(,«,+,.;«,«.)".•, +2 A.jfr''V» 
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décompoubles à leur tour en q^ f&cleurs l«la que 



(3) 



^Kfi\<if 



dont les diagrammes correapoodanls sont du type donné dans la Ggure &. 
Tous Ie« poinlB représentalifa de 




Fig. 6 
sont (g S. 7) situés au-dessus de A'fi'. On a 



fi> 



"(, Pi, 



et par conséquent 
c'esE'à-dire 



i»> t. 

Les faclenrs (3) que nous désignerons par S^ (y), pourront donc s'écrire sous une 
forme plus explicite 



(*) \ (u) 



.(,..*,:■.)■ 



-2A,,5r 



l* + (''e,-P}Pi. 



<; p < n/^ — 1 
On peut, si t'on veut, supposer que [i et ^ prennent taules les valeurs entières satis- 
faisant aux ioégalîlés écrites aous^; mais alors certains des coefficients A q seront 
égaux à zéro. 
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En convenant d'étendre le produit 1 I ^ lous les Tacteurs £,- que l'on déduit deK(y)i 
^(y), ... '£(>/), nous avons : 

(5) î(j)=n *(,(»)■ 

Les nombres n,- et q^ dans $,- rériGent l'inégalité 
[6) • «ij Çi^ < «, 

■comme conséquence de 

où n est le degré de $ (^). 

Nous remarquons enfin, lorsque le premier côté dans le diagramme de ï (y) se confond' 
avec l'axe des abscisses, que les diviseura (t) qui lui correspondent sont de la forme 

(y + «»,)"'■ "^2 ^"3 ^'î*^ 
où a > 0. 

Or ici g-,- ^ i, Pi = 0, et la substitution (2), ici x = j,, nous conduit bien à des 
polynômes du type (4). Nous n'avons donc Ih Hen d'exceptionnel, et nos considérations 
sont tout k lait générales. 

Par le substitution 

effectuée dans ${ (y), nous obtenons un nouveau polynâroe que nous désignotis 
par 'Xi (t/i) et qui peut s'écrire 

0< 7 < "il— 1 

Dans celui-ci, les variables sont y, et ^, de sorte que, lui appliquant les procédés de 
décomposition que nous venons d'effectuer sur '.l(y), dous obtenons une décomposition 
en facteurs telle que (5) : 

(8) î^,bi)=n *.■,.•.<!'.) 



*,,,(.,)=», +"."!M.'''.'. +2a,ps:+("'.'.-')".<.!,,'- 
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Ici l'on a en correspondance avec (2) et (6) : 
1«) !, = S,""' 

(10) »,_,._ ïj^,_ < «,^ 

et, nouvelle inégalilé, non encore rencontrée : 
(") \i,>Pi,1l,l,- 

Celle-ci s'établit en remarquant que l'inclinaison de l'un ou l'autre des cAtés du con- 

p, - 
tour dans le diagranime relatif à X, (yi) et que représente le rapport — ^, est infé- 
rieure ou égali! à celle du premier côlé. Or, un point quelconque du diagramme de 
*; (yi) 9 respectivement, comme coordonnées, ï et (i -4- In. — "!)?{ ■ ^^ l'inclinaison 
du vecteur qui joint celui-ci au point d'ordonnée nulle et d'aoecisse n^ , est égale à 

La plus petite inclinaison que peut prendre le premier câté du diagramme est donc ; 



de sorte qu'ayant 



l'inégalité (H) se trouve vérifiée. 

Poursuivant ainsi, on arriverait à des polynômes 

(12) îi.,-,...,-.(»-l) = 



J7-'-)' 



;;Ç J +ZAyfi, '■'■■■'■ •■'!■■■■'!'» 

dans lesquels k serait aussi grand que l'on voudrait et qui, à cause des substitutions 
' successives 

!, = !."■'• 
S. _. = ;'„ ....... 
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seraient diviseurs du polynôme primitir £(t/) où œ aurait été remplacé par 

Les inégalités 

/ "il ?i. -^ t 

1 "i,f, ?(,.-, <",-, 



montrent alors que, à parlir d'une certaine valeur de A, tout les rt,- j ^^ Bont 
égatix à une valeur conslantp. Si celle-ci est difTérenle de l'unilé, nous pouvons affir- 
mer que £(^) admet des diviseurs multiples. Ce oas (§ 1. 6) peut toujours être évité. 
Si, au contraire, h partir d'un certain k, tous les n; ,- j^ sont égaux à l'unilé, comme 
il en est alors de mSme des q^ ,- i^, on voit, k cause des inégalités 

( Pi, i, > Pi, îi, i, 



Pi,i,...i.>;'<,f,...i..,9i, 



jointes aux relations 



' », = ■/, +«*','■ !,"'•• 



que le procédé indiqué conduit & une décomposition du polynAme $(i/} en un produit 
de Tacteurs de la forme 

ï/-P(W. 

o<^ Piiiji représente une série ordonnée suivant les jiuiasances entières et croissantes de 
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On obtient ainsi (ouïes les racines de l'équivalence S{if) c:^0. Celle-ci »e répartissent 
en syslèmes circulaires, résultat connu d'ailleurs sur lequel nous n'avons pas à insisler 



g 10. — Démonstration de convergence. 

La méthode développée dans le paragraphe précédent fait usage uniquement du 
lemme indiqué dans § 8. 1. Si donc noua reprenons les notations du § 8. 2 et faisons 
voir que les coerficienta de 3fi (y) et (J (i/) convergent dans le voisinage de œ = 
lorsqu'il en esf de même de ceux de S ij/], noua aurons par le fait même démontré que 
les racinps de ï (i/) sv= sont convergentes dans le voisinage de x = 0. 

Supposer que tes coefficionls de ï {y) sont tous à caractères entiers, n'est pas (§8. 4) 
une hypothèse reBiriclive. Soit donc 



(1) , ïM = «(s)(;(j,) 



1 î (j) =. j» + ... + A, w S» - ' + ... + A„ M 

'«&) = !,* + ... + B, («) y» - ' + ... + B, (I) 



K (') = "(0 +0(1»'+ .. 


■ + ".■, 


■ »"■ 


(1 = 1. t...,) 






B,W = i'a +b'aa: + . 


■■ + »'« 


» ^'' 


(i-1.2....*) 






B'j (r) = 6",, + S"„ I + . 


.. + b"i 


.N«" 


(i=1.2. ... i) 







N indique un terme de rang quelconque, et les a^Q, b'jQ, b"jff, puisque i 
plaçons dans le cas de g 8. 2, ne sont pas tous nuls. 
Ordonnés suivant les puissances croissantes de w : 

i-£{y)=F(j,)^x Fi (y) + ... + a:" F„ (y) + ... 

(4) 1 .16 (y) = H (yl + a: H^ (y) + ...->- a^ H„ (y) + ... 

( Ç (ï) = G (y) + ^ G, {y) + ... + a;" G„ (y) + ... 
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où, à cause de (3) el pour N > 1 : 

iPsCy) — «iN^"" ' + — +'ïiNÎ'''~' 4- ... + a„s 
H» = i'i.K*-' + ... + 6'ftï* -' + ... + 6',, 
e„M = "iNï'^' + .-. + '■(»»' -' + - + *•(» 

Les polynômes F (y), H (y) et G (y) sont respectivement de degrés égaux à n, A et /. 

Les coefCcîenls de î(y) sont par hypothèse convergente dans le voisinage de a: := 0. 
Soit en conséquence^ la plus grande des valeurs absolues, prise par chacune des séries 
A({j:) sur la circonférence d'un cercle de rayon R et de centre x =^0, compris à l'inté- 
rieur de tous leurs cercles de convergence. Nous avons alors, d'après une proposition 
connue de la théorie des fonctions : 

m |.,.)<|,. 

Les égalités (5) du g 8 donnent également : 

(7) F„— (H,G„_, -i- Ha G„_g -(-... +H„_tGi) = HG„ + GH„ 

ou plus simplement ^f 

(8) l-^ = HG„ + GH„, 

identité dans laquelle le premier membre est un polynôme de degré n — I au plus. 
On en déduit, connaissant ^^. H et G, les polynAmes-H^ et G„. La mêlhode des coef- 
ficients indéterminés, que nous employons pour la détermination de ces derniers, con- 
duit alors à un système de h -\- 1 = n équations linéaires. Leur déterminant est le 
résultant dç H et G qui, par hypothèse, est diiTérent de zéro. Les seconds membres de 
ces n équations sont, dans un ordre déterminé, les n coerficients de ■!>„. Il en résulte 
que, en représentant par e^ un nombre positif supérieur à la plus grande des valeurs 
absolues des coefficients de •I'^, et par - la plus grande valeur absolue prise par un 
mineur du 1"' ordre du résultant, divisé par ce résultant lui-même, nous aurons 

(9) ■ I ^N I < «»A 

où b„ est l'un quelconque des coefficients b\^ ou d',-„ entrant dans H^ el G„. 
Les polynômes H, et G, vérifient la relation 
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de sorte que, poux chacun des coetUcients A, de l'un ou l'autre de cea polynômes, l'on 
aura : ' 

(10) ■ I». |<f(* 

puisque, h cause de (6), 



Les polyndmes H, et Gj vériûent la relation 

F,— H,G, = HG, H-GH,, 

dans le premier. membre de laquelle les coefficienis de F, sont, en verlu de (9), tous en 
valeur absolue inférieurs h ^, tandis que ceux de H, G,, étant de la forme 

sont, à cause de (10), tous inférieurs en valeur absolue à 

X représente le nombre maximum des produits b'n b'ji, dont un coefficient de H, G, 
peut Être la somme; il restera le même, quels que soient les produits H^ G,, que noUs 
considérerons dans la suite de celte démonstration. 
On a donc 



et par conséquent 




.<'4 


dans le cas de X^A' < 1 


ou 




.^^^.A. 


danslerasdeXj7A'>l. 



Dans la première de ces deux alternatives, à cause de (9), nous avons 



et dans la seconde 



!M <2^('-i?A'). 
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— Si — 
Noud sjtom^s ainsi conduit» à. aupposer qn». ponc X^A' ^ 1, 'on a 

(llj |iN| 






jnégalilé dans laquelle m n représente un certain coeiricienl. Comme eUe se trouve véri- 
Rée pour N égal à 1 e( 2, nous ailoos la supposer vraie pour N ég&l à I, 2, ... (N — I) 
et déinonlrer qu'elle est eitacte encore pour N. 

Dana ue cas e.i cITel, si l'un lienl coiujile de (7), l'un a 



R" -^ ' W ^ R— ■' 

j = 1 



pjur Xy A* -«^ 1- 
Ainsi l'inégalité (11) se trouve établie, et l'on voit en outre que 



(12) 



= 1+2 •"y'», -y 



Ue la môme façon, l'on verrait que. pour Xfj' A' >> I , l'o 



(13) 



' ir 



(VA')—' 



oïli m„ représente encore le nombre défini par (12). 

Si muintenaul noua revenons aux égalités (3), noua voyons, en tenant compte de 
(I I) et (13), que les séries B, (a:) et B/ (x) sont convergentes, en même temps que 



V SA „ 



(U) 

si )-g A' < 1 ; en même temps que 

(15) Z ê Ps A')" - ' m, «- = ' 2 2| (Jj,A')» m, .V, 

N = i " '^ N = 1 " 

si XjAt> i. 
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11 safG! donc, puur élablir Is eonvergence des fériés B, {r) et B'^ (a-), d'établir ce!!;- 
de la série 

(16) ^ = 2 '"" '" 

dans laquelle wi, = *, wi, = 2et où »i„, d'une façon générale, eel le nombre difiniper 
la formule récurraille (12). 
Dans ces coadi lionp, si la série (16) esl coDvergenle, comaie l'on a iucceasivtment 

z* = m', i* -h («1 1», + m, m,) (' + ... 

(17) ,. = ^__L. 
l'oD a nfcessaîreTnenI 



innuler. 

I suppose exprcssémenl la 

V ,H ' / . /l — sA 



puis(|ue, pour t = 0, z doïl s'annuler. 

Mais celle dernière déduction suppose eitprpssémenl la convergence de (16) et i 
ne pourrons écrire 



(18) 

qu'après avoir d<^oiontré que le développement eu série 



^(-v/W 



coïncide bien avec 



On le voit en remarquant que la dérivée N""", prise dans les deux membres de (17), 
conduit à la relation 

zzl") + {'!] :i'i(«-»> + ... + {•") zf si"--'") + ... + «W z= **"' ^-^ 
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laquelle, par lo fait que s == pour ( ^= 0, nous doone : ^ 

,(■■) B-1 y") c-j) 

_0__. ■ri *0 ^0 

j= 1 

où af^" représente ce que devient ^ " pour ( ^ 0. 

Ceci n'est pas autre chose que la relation {\2) mise sous une autre forme. 

L'égalité (18) étant ainsi rigoureusement établie, nous en coitcluons immédiatement 
la convergence de (IS) pour 

l<l<5 

A cause des hypothèses faites, les coefficients B; {x) et B', (a;) de Î6 {y) et Ç {y) sont 
des séries convergentes dans des cercles de rayons finis. Ces derniers, suivant que l'on 
a.'i-gS?'^ iouXjA*> 1, sont au moins égaux soit à v eoit à jt— ^ , - 
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TROISIEME PARTIE 



§11. — Généralités, problème fondauicnlnl, systèmes é^iulvaienls 
et systèmes normaux. 

1. — En désignant par B, la surrace de Riemann et par E{x, y) le corps de Tonclions 
algébriques qui correspond a l'équation irréductible 

(1) F(ï,:») = 0, 

le problème considéré par H. Hensel comme fondamental pour la théorie des Tonctiona 
algébriques peut s'énoncer comme suit (') : 

Trouver toules les fondions du co}-ps E(aT, y) régulières en tout point de R» sauf 
peut-être aux points en nombre fini 

A, A', A', — aW, 
-ott lear ordre doit respectivement être au moins égal à 

X, V, y. ... /,». 

On sait qu'il n'y a pas d'inconvénien.t à supposer tous les points A''^ situés dans le 
•6ni, tous les points à l'infini de R^ étant eux-mêmes simples. C'est l'hypothèse que 
nous faisons en conséquence pour la suite. 

2. — Dans le corps E(a!, y) existent toujours, si n est le degré de F(y, a:)par rapport 
h y, n fonctions rationnellement indépendantes r,,, r^, .,.i\n telles que toute fonction i^ de 
£(3), y] puisse et cela d'une manière unique se mettre sous la forme 



où les u,, Uj, ... u„ sont des fonctions rationnelles de x. 

(') Voir à pi-opoB de ca problème et de toutes les défloItioDe et démon strali on ■ se rattachant à 
ce qui suit, le grand traité de MM, Hensd et Landsberg < Théorie dei- algebraiachen Funetionen 
Hner Variabeln und ihre Anwendung auf algelraùche Kurven und abelsche Iniegrate > paru 
ehei Teubner à Leipiig en 1902. Une solution du problirae qui noua occupe le trouve développée 
•dans les chapitres tu", xiv« et iv". 
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De tels syalèmes sont dits systèmes ralionnellenient indépendants. On les désigne- 
aussi souB le nom de base de E(:r, t/). La condition nécessaire et sufËttante pour qu'un 
système (ti^) soit base de Elx, y) est que le déterminanl 



l<"l 



de celui-ci soit difTéreot de zéro. Ici, comme dans ta suite, t,. représente ce que de- 
vient lu fonction ■^i = <f {y, x) lorsqu'on y remplace y par sa conjuguée tj-' déduite 
de (1). 

3. — L'étude des fonctions algébriques conduit à la considération Aessyatèmes équi- " 
valents. Sans revenir sur leur définition nous rappelons que : 

Tout système de n fonctions ^, est équivalent à un autre système rationnellement in- 
dépendant (i]a) si : 

1° Chacune des fonctions f; peut se mettre sous la forme 



dans laquelle les 6;^ sont des polynAmea entiers en ic et si : 

2°Ledéterminant f- du système l; est à un facteur constant près dillérent de zéro 
égal à celui ij^ du système (r,i) ('). 

4. — Si ic = a est une quantité finie à laquelle correspondent n points simples A» 
Ri, les n développements d'une fonction i;/ du système rationnellement indépendant 
{r.i) peuvent s'écrire en supposant que les coefficients a- ne sont pas tous nuls: 

,<*' = aW{^-af + ftf (^-«f'''-^■- 
Dans le développement en série 



djPi + Pï + . ■ . + P- - 



(') H. et L. — Loo. ( 
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Oj 1,3, 



■(" - «)" 



a)'- 



-«)'■- 



il peut se faire que le premier lermA dont le coefScient n'esl pas du! soit uoe puissance 
■d de {t — a) égale ou supéi-ieure à p, + pj + ... + p,. 

Si le détermioant a. eat difTéreut de zéro, nous avons 

rf = Pl -t- Pi -i- ■■• -f- ?!• 

et dans ce cas l'on dit que le système (ij,) est noi-rnal pour a: = a. S'il ne l'est pas il 
est possible de construire un système normal pour x^ a qui lui soit équivalect. 

Le détermiaant a- est alors égal à zéro et il existe par conséquent un système de 
eonstantes ^,, ^„ ... ^^ telles que 



, = 0. 



(* = 1,2.. 



Soit p, la dernière d'entre elles diSérentede zéro et supposons les notations choisies de 
manière & avoir 

p, < p, < ... <p„. 
On forme la fonction 

E = 3, (x - af--^^ »ii + ... -<- P, _ i (^- û)f--P"' ^, _ j -H M. 

et l'on remarque que les deux systèmes 

ïlj, T,g. ... r,, _ ,. Tl,, 1, + |, ..- il„ 
•et 

11. ilg. .- lî _ 1- ^ ■^■g + 1. — >■.„ 

sont équivalents. Mais comme les développements de Ç dans le voisinage de â? ^ a 
commencent tous par une puissance de {x — à) supérieure à p, te second système sera 
peut-être normal. S'il ne l'est pas, on le transforme comme le premier. Après un 
nombre fini de telles opérations et du fait que d resta invariable, on obtient un système 
équivalent au système primilit et normal pour x = a. 

6. — Dans le cas où les points à l'infini de R^ sont tous simples les mêmes 
H^nsidérations sont applicables. On déQntt de la même manière que ci-dessus les 
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systèmes normaux pour x ^ a: et une démonstration à peu près idenUque h celle qui 
précède montrerait qu'il est toujours possible, un système rationnellement indépendant 
élant douné, de construire un autre sysième normal pour ai = co qui lui soit 
équivalent. 

6, — Soit maintenant i] une fonclion quelconque de E (œ, y) et 

(A = 1. 2. ... n) 

sesn développements pour^c ^ co , p étant le plus petit expoaanllelquelea coefricleots 
a'") ne soient pas tous seuls. 

A cet exposant p nous donnons le nom à'exposant de la fonction v) et nous nous 
bornons à énoncer la proposition : 

Lorsqu'un système ïij, ijg, ... r,nestnwmalpoura;^ oo , V exposant de toiUe fonclion 
6 de la lorme 

= Kj Tij + «2 Ï12 -H ■■• + w„ ii„ 

dans laquelleles u^ sont des polynômes entiers en x de degrés respectivement égaux 
à r,-, est égal à la plus petite des quantités 

-i-l+p,. —r^ + p.-,. _r„ + p„ 

ou pi, p2, ... p„ sont les exposants respectifs des fondions r.j, r,2, ... i^. 

On peut étendre encore la délinition des syslèmes normaux au cas où des points 
de ramification correspondent à ^ lini on infiiti el le théorème ci-dessus n'est qu'un cas 
parliculier d'une proposition plus générale ('J. 



§ 13. — Systèmes Tondauientaux relatirs i\x = a. 

t. — Etant donné un certain nombre de points analytiques, on peut, en alTectant 
d'exposants entiers positifs, nuls ou négatifs, les lettres A, D, ... L qui servent à les 
désigner, former_un produit symbolique 

auquel M. Ilensel a donné le nom de diviseur algébrique. 

(I) H et L. — Loc. cit. p, 165 et suirantes. 
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Les lettres A, B, ... L peuvent d'ailleurs correspondre à des points quelconques 
de R^ situés aussi bien dans le iini qu'à l'infiai. 

Nous dirons alors qu'une fonclion >] de E {x, y) admet te diviseur 'J> si, quelle que 
stut la manière dont elle se comporte aux points de It^disEîncIsdeA.B, ... L, son ordre 
en chocun de ceux-ci est respectivement égal ou supérieur k s, ^, ... X, 

2. — Supposons pour fixer les idées qu'à x = a correspondent sur Rj, trois points 
superposés dont le<s ordres de ramiGcalion sont respectivement a. — ], ^ — 1,y — (et 
tels par conséquent, que 



Supposons également qu'un diviseur tel que 

A. = \l' A^? A^"f 

soit donné; le but de ce paragraphe est de montrer comment on peut construire un 
système rationnellement indépendant i^j, «i^, ... t,„ tel que toute fonclion et seules les 
fonctions de E (.r, y) admettant le diviseur A< puisse se mettre sous la forme 

«i TJi + «2 12 + ■■■ + W„ >i„ 

OÙ les Uj, «2, ... w„ seront des fonctions rationnelles de x eiilières pour aj = a. 

C'est à de tels systèmes que nous donnerons le nom ds systèmes (ondaiienlaxfx fiour 
ai=^a relativement au diviseur A'. 

On aura de même des systèmes fondamentaux pour toutes les fonctions qui 
admettent un diviseur quelconque ne comprenant aucune lettre relative o un point à 
l'infini de Kj.. La construction de ceux-ci constituera l'objet principal du prochain 
paragraphe et conduira directement è la solution du problème que nous voulons 
résoudre. 

3. — L'hypothèse qu'à .% = a ne correspondent que trois points superposés de B^. 
n'est nullement restrictive. Elle n'est là que pour simplifier les énoncés. Ceci admis, 
on voit que dans ce cas le polynôme entier F (y, x) irréductible au sens usuel du mot 
se décompose dans le voisinage de a: ^= a en un produit de trois facteurs. On a : 

f (.y. ^) -= A (y) /p (!/) f-t {!/) [^ - «1 

et les trois polynAmes f^, f^, f^ sont irréductibles et distincts les uns des autres. Ils sont 
irréductibles parce qu'à chacun d'eux correspond un seul point analytique de R^^,, et 
distincts parce que F (y, aj)et F' Uj, x) n'ont au sens habituel du mot aucun diviseur 
commun. Leur résultant R {-v) n'est en conséquence pas identiquement nul et du fait 
que l'on a 

F(tf, X) G{y, X) -+- r/y, x) ll(y, x) = R(.r) 
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où G et H reptésealeat des polyaâmes entiers, se déduit iminédiBlenieD^ l'exûleace de 
deux polynâmes en y, (^ (^) et ^ {y) tels que . 

F (jf- A % {y) -+- F'v(y, ^) 36 (y) = 1 [i ~ a] 

ce qui §1.6 sufGt pour élabttr que tous les diviseurs <fc F(y, x) sont simples dans le 
voisinage de ic =: a. 

4. Soient maintenant 

;,»),i/2',...j/») 

les développements en séries, vénfinnt l'cqualion F{y, w) = dans le voisinage de 
w:= a. Nous pouvons supposer les déterm in étions choisies de façon que 

«"*, y'^\ ... w*'* soient racines de /", (y) =^0 

Nous introduisons eo outre des notations telles que 

ïlW = A modix — a)" 

où M est un entier posiliret où A représente, dans leA''"'»développemeat de la fonction 
r, ^= ç (rc, y), l'ensemble de tous les termes formés par les puissances de (a; — a) infé- 
rieurs b la M'*'"', Cette nolalion ne devra pas être confondue avec son analogue inlro- 
duile g 1. 8 et dont nous nous servirons également. 

11 est à remarquer que dans les congruences où entrera M, la valeur exacte de' cette 
quantité ou de celles que nous désignerons par M', M' ... n'aura pas d'importance, fine 
Gongruence prise suivant une puissance M de (x — a) comme module n'aura 
jamais pour nous que la signification d'une congruence prise suivant une puissance de 
{ai — a) aussi élevée qu'il est nécessaire pour le but que l'on se propose. 

5. — Ceci dit, nous considérons le premier des développements //' ' =r y se permu- 
tant autour de A^. 

Nous avons 

1 =1 » 

y(l) =rtoi -(- «i^iC*— a)V ... -t-aa_i_,{x — a) ° i 



y*^'~ =«0,»-! +ai.«-i(^— «)*+ — + ««-l,»-!!^ — "^) j 
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où lesoQi, ffj j, ... "i J_j, i_i sonl des fonctions ratioDoelles de(ic ^ a) et H est u 
enlier aussi grand que l'on veut. 
Dans ce système de congrueoces (1), le déterminant 



ne peut 6tre idenliquement nul ; car s'il en était ainsi, il existerait des fractions ration- 
nelles Co, Cj, ... C, _ I telles que 



(2) *(j(»))=Coj/*'J 



^C,y(i. 



...+C,_2yW+C,_i = mod.{:F— a)" 



où les coeTRcients C,, de mène que les Oij, peavent 6tre enrîsagés comme ordonnés 
suivant les puissances croissantes de {x — a). 

Comme M est, dans le second membre de (2), aussi grand que l'on veut, on aurait 
donc sîmullaniment i/*^ racine de 

et de 

ce qui {% 4. 2) est impossible. 

On a djnc bien A pf (potir M suffisamment grand). 

Dans les seconds membres des congruences (1) figure certainement une puissance 

\ 

{x — a) mullîpliée par un ooeflicient non identiquement nul, où - est une fraction 
réduite. 

De ce système {!], l'on déduit alors des fonctions rationnelles C'o.C'j, ...C'j_j, telles 
que la fonction 

pour y =: 1/W, vérifie la congruence 

0(yf*), a;) = {x~ af mod. {x - a)". 

La fraction - est rèdnile, et il existe deux enliersp et q, tels que 
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4els, par copséquent, que la fonclioD 

vérifie la congnience 

TT^ (/>, a:) = {x — ay mod. (a; — a)" 

«t d'une fagoQ plus générale les « congrueuceB 

<3) T.^ {yM, ^) = (.>!;- * (a, - a) ») mod-. (x - û)" 

((1=1.2,... ï) 

où u^ désigne une racine a'^"" primilive de l'unUé. 

Relativement aux ^ + f autres développements de it, (y, w) autour des pointa An et 
A , nous ne pouvons rien affirmer ici, si ce ti 'est qu'ils commencent tous par des puis- 
sances finies de (j; — a). 

Le fonction que nous venons d'obtenir se rapporte h A, ol nous l'avons désignée 
par ^1. Quant aux lettres n^ et n elles représenteront les fonctions analogues relatives 
à A3 et A.^. 

6. — Les facteurs f^{y), f^{y), fy(y) sont irrédwclibles et distincts; il existe en 
conséquence (§ 1. 4), après avoir posé 

d'autres polyntlmes en y : A^, , h%, k^, l^, la, L, tels que 

A A, + y. '. = 1 i 

(*) /p ftp + ffp îp = 1 [ [^ - «1 

/y ^T "•" ^ï 't ~ * / 

Ceci nous donne le moyen, après avoir fixé d'une manière indépendante trois entiers 
M, M', M' aussi grands que l'on veut, de déterminer trois fonctions rationnelles en y et x, 
vérifiant les congruences 

C, (y, œ) = g^ l^ mod. {x — àf 

Gp (y, «) ^ tfp l^ mod. {x — a)"' 

Gy {y. x) = g^ l^ mod. {x — a)"". 



Digitized by 



Google 



Celles-ci, équivalentes aux suivanles 

G,(y.:r)=I - f,K 
Gp (y, a;) = 1 — /p Ap 
G^ (!/. x) = \ — f^h^ 
aous montrenf que \'aa a 



mod, (a; — a}" 
mod. (k — a)"' 
mod. (i» — a)" , 



G, [if^K a:} = 



mod. (r — a)" 



{Si. = i.2,...a) 

Gp{j,'>'U) = i 
(^=»+I,...,+p) 

G3 (j/fi^), ar) = 
fH = i + ?+i,...n) 



G^(yl^l,^)=0 
(n= 1 + 1, .-»+?) 
G^{î/(c),a;) = 



mod. {x — af* 



mod. {x — a 



7. — Ayant conslruil les trois foncfîons ir^, tt^, u introduites dans 5, nous pouvons 
alors choisir les nombres M.M'.M'defaçonqueles trois fonctions G„Gn,G„ soient telles 
que lesvslènie 

= G Tt^""*"' 
[i^0,l.2,...(ï-l)] 



(6) 



I [y=0.1,2,...(3-i)] 



[ft = 0,l,2,...(T-i)] 



vérifie, à cause de (3) et de (5), les congruences 



' (P — + ? + ! 



»'"— Il 



^r- 



",(r-«)ïj 



TMk 
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prises suivant un module [x — a)" d'exposaol fini mais aussi grand que l'on voudra ; 
iOj,ujp,u„ sont respectivement racines a'*™», p'*"" et y'*"* primitives de l'unité. 
En désignant le système (6) par (n,, ii, ... »)„), on obtient : 



mod. (x — a)" 



où, afin d'abréger, nous avons posé : 



"a \, -M Aj, + 



et où Dq et 1)„ ont des significations analogues. 

Or, tous calculs effectués, l'on voit que D^ est égal au produit de (a? — a)^a "• W 
par la racine carrée du discriminant del'éfjuatioti ce' ^ l, dont u^ est racine. On a 

D, = . 2 (a- __„))., + ^4^ 

et de même 

9 ^- 1 



(8) I ,<i^) I = 6 (^ _ „)^ + ^p + N + ' 



n,od.(x~a)' 



où b représente un coefficient niimériijue difTérent de 7.éro. 

Le déterminant j )j\''' I n'est pas identiquement nul, de sorte que le système est 
rationnellement indépendant. 
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— 67 - 
B. — Toute roiiclion de la forme 



<9) 2"''« -^ Z'J''?'- * S"'»''!»^ 



dans laquelle le h-, t> • et ic/^ Konl des fonclimia rationuelles de x Gaies pour x = a, 
est, aux points A^, A3 et A d'ordre respecliveinent au moins égal à \, Xp el X^, 

Dans' le cas où les u^ |>ar exemple ne sont pas lous finis pour x := a, l'ordre de la 
fonction T, au point A, est nécessairement inférieur à X^ Supposons, en effet, que les 
fonctions rationnelles v, deviennent respectivement inGnies d'ordre »■; en a; = a. Si i) 
est d'ordre au moins égal a X^ au point A,, il en est de mémo de la fonction 
{x — a)'~' r,, où r désigne la plus grande des quantités positives rj. Or, développées 
dans le voisinage de ^ =^ a, les fonctions rationnelles (w — a)'~' u*, sans que toutes 
les cooatantes Q soient nulles, peuvent s'écrire 

Les premiers termes du développement {x — o)*" *~ * t/'' sont, sans réduction possible : 

\ X, +■ Xa + '— * ■ 

Ç.,(_x -a)~-^ -h ... +C,i.v-a) ' "* + ...+ G (j: - «) " 

et la fonction {x — a)'— ' t,, au point A^, ne peut être que d'ordre inférieur k X^. 

On aboutit aux mème!t conclusions pour les v^ el les w^. Nous pouvons donc affir- 
mer que toujours, et dans le cas seulement où les Ui, Vj et Wj, sont fonctions ration- 
nelles entières pour a: = a,ïa fonction r, est respectivement aux points A,, Ap et A^, 
d'ordre au moins égal à X^^, Xo et X 

Toute fonction r,, qui admet le diviseur A " A *^ A ^ relatif k x ^ a, peut donc se 
mettre sous la forme (9), dans laquelle les fonctions rationnelles u„ Vj el w„ restent finies 
pour x=a. Seules, ces fonctions t, peuvent, d'autre pari, èlre exprimées ainsi. 

Atout système, tel que celui des ïi^j, r,,-, ijj^j, nous donnerons en conséquence le 

nom de système fondamental pour x ^ a relativement au dimseur A ' A^ A^. 



9. — Pour qu'un système soit fondamental pour x^a relativemeiU à un diviseur 
donné A, = A ' A^ A '. il faut et il suffit 

1° que chacune des fonctions du système admettent le diviseur X, et que 
2° le déterminant de celui-ci soit divisible exactement par 



.a)^> + '-3 + ^ + 
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ow«;— ï, p — t,Y — 1 sont les ordres des points de ramification A^, A», Ay. 

Cel énoDcé suppose expresapinent qu'à a: ^ a oe correspondent que (rois points de 
ramiPicalioD A^, AgetA^et s'étend facilemenl au cas d'un nombre quelconque. Le 
sens des mois divisible exactement ressort de ce qui va suivre. 

La première des condilions est évidemment nécessaire. 

Si donc les deux systèmes (ij^^ et (y sont Tondamenlaux pour le diviseur A, il fau- 
dra tout d'abord que dans les relations 

j=i h={ 

- qui les relient l'un à l'aulre, les fraolions rationnelles œi^- et ô,-^ restent finies pour 
œ^a. On voit aussi que le déierminant 1 «/ - | ne peut devenir ni nul ni infini pour 
x^a. 

Les développemenls des deux déterminants 1 t,'"' el I ï . ' , dans le voisinage de 
X =^a, doivent en conséquence commencer par une même puissance de a? — o. D'après 
(8), ce ne peu! être que 



ix 



+ Xfi + X^ + '-g-* + P-gJ + I g-* 



puisque le système (''la^^^ylvA) ^-°^ fondamental. La nécessité de la seconde des condi- 
lions se trouve par le fait établie. ^ 
Comme toutes deu;[ sont suflîsanles, la démonstration est achevée. 



§ 13. ~ Idéaux et solulion du problème rondamenlal. 

1- — Par idéal on entend un ensemble de fonctions qui 

i° sont, en des points déterminés situés par hypothèse à distance finie sur Ri, d'or- 
dres respectivement aux moins égaux à des entiers donnés quelconques (positifs, nuls 
ou négatifs), elqui > 

2" aux autres points situés à distance finie sur Rj, sont toutes rêguUèi-es. 

Si X représente une Fonction d'un idéal quelconque et wi.Uj, ... iu,„ }i fonctions entières 
rationnellement indépendantes du corps F,{x, y), les fonctions au,, auij, ... aui„appar- 
liennent è ce même idéal, et sont h leur tour rationnellement indépendante*. Tout 
idéal renferme donc des systèmes de n fonctions rationnellement indépendantes. 

Soit n,.»;,, ... r,„ l'un d'entre eux. Il peut arriver que fontes les fonctions de l'idéal, et 
ces fonctions-là seulement, puissent se mettre sous la forme w,T|, -i- MjIJj h- ... -i- ti„r,„, 
dans laquelle les u,, u.^, ... i(„ représentent des polyni^mes entiers en x. Nous disons 
alors que le sj-stème ■»ii, r,,, ... r,,, est un système fondamental ou base de l'idéal con- 
sidéré. 
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a. — A tout diviseur 

a) = AH''--...AC^*'"' 

dans lequel les lettres A, ... A('') sont reprÉsentalives de points analytiques deR^ tous 
siluêa dans le fini, correspond un idéal déteroiini^ I. Dès lors le problème du g 11, 1 
pent s'énoncer: 

Trouver toutes les /onctions de l'idéal I, relatif à 'S, finies atix n points supposée 
simples à l'infini de R,. 

Nous pourrons donc le considérer comme résolu, si nous arrivons à construire ud 
système fondamental de l'idéal I, permettant de mettre â part les fonctions de I finies 
h l'infini. 

Nous passons tout d'abord à la construction d'un tel eysième. Pour cela, nous pou- 
vons supposer que : 

1° Hi,o,, Oj. ... étant les valeurs finies de xqui correspondent aux points A, A', A' .;. A^" . 
toutes les lettres représentatives des points analytiques correspondant à ces mêmes va- 
leurs Ot figurent aussi dans ce divi^ur 'J), alTeclëes s'il le faut de l'exposant zéro; 
. 2' toutes tes lettres représentatives des points de ramification de R, figurent égale- 
ment dans S. 

Un diviseur relatif kx = aj 

.i, = a'-a>...aH 

renferme toutes les lettres qui correspondent aux pointg A, ,^3 , -■- ^v, superposé» en 
x^=a : L'indice a • dans A^.doit rappeler qu'autour de A^ se permutent o ■ racines de 
l'équation F(t/, x) =^0 qui donne naissance au corps F.(x, y). 
Nous écrivons nzeinlenant : 

3> = n.ijj = .^,.i)i ... -S- 

coproduit étant étendu à un nombre fiai de facteurs Ay, tous relatifs fi des vajeurs 
finies de x, parmi lesquelles toutes celles qui correspondent aux points de ramifica- 
tion de Rr. A chaque Xj correspond un système fondamental »,;,, fij^, .,, r,j„ de même 
oature que le système (6) du § 12, 7. 

3. — Ceci dit, si f {x) est une fonction rationnelle de a;, quelconque, finie et difi'é- 
renle de zéro pour x = Oj, le système 

est (§ 12. 9), encore fondamental pour x = a„ relativement h Aij. 

Si nous choisissons l'entier positif A suffisamment grand, il en sera de même du 
système 

?Wl;< H- (^ - »)%• - ? W^/^ + (^ - °)'^" - f (■'^'V + (^ - «)!:". 
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dans lequel !^,, ï,, ... Kn représentent des fonctions quejconquesde E{x, y). 
Si nous posons en conséquence 

F(^) = *{x) [X - a,)"' iœ - a,}*> ... (^ - a,)*' 

où *(j;) représente un polynôme en a; qui ne s'annule pas pour X = a^, a^, ...«,, et 
A",, A„ ... kg des enliers pooilifs suffisamment gaands, nous voyons que le système 

_ F(^) _ , + _ Z(-^)_ ,, . . _L(£L , _. ^ FW , 

(i = l 2,...r.] 

sera Tondamental pour chacune des valeurs a,, n,. ... o, relativement à chacun des divi- 
seurs, X^, .\jj, ... A,. Quant au polynôme *(3:), nous le supposons choisi de façon que 

les fonctions r,,, i r,^ soient entières pour toute valeur finie xr= 6, dont les lettres 

représentatives des points analytiques correspondants B,, B,, ... B„ ne figurent pas 
dans 3). 

i^ discriminant du système >)|, >),, ... ^i^ ainsi construit, restera fini pour toutes ces 
valeurs x ^ b. Il peut se faire que pour chacune d'elles, il soit différent de zéro. 

4. — Dans ce cas (g 12. 9) toute fonction de la forme 



pOHr Inquelle les fonctions rationnelles If,, u,, .., u„ restent finies pour toute valeur 
finie de w, admettra le diviseur j) et sera régulière en tout point h distance finie, dont 
la lettre représentative ne figurera pas dans $. 

Réciproquement, toute fonction de E (a^, y) satisfaisant à ces deux conditions, sera de 
la forme ci-dessus. Or les fonctions rationnelles u^, u,, ... u„, restant finies pour toute 
valeur finie de la variable, sont nécessairement des polynômes, de sorte que le système 
1),, ri], ■■■ ^n sera fondamental pour l'idéal 1. 

5. — Si, an contraire, le déterminant r,^ n'est pas diffèrent de zéro pour toute 
valeur b, ïl ne s'annulera en tous cas que pour un nombre fini : 

(I) 6., K, :■ K 

de ces valeurs de œ. Son carré ij n'esit pas autre chose en effet qu'une fonction 
rationnelle de x. 

Le système r,,, »)„ ... ,j„ n'est alors pas fondamental pour l'idéal I. Cependant voici 
comment, par un nombre fini de transformations, l'on peut obtenir un système qui 
le soit. 

Nous prenons x=:b, el examinons tout d'abord si le système »j,, ij,, ... t,„ est normal 
pour celte quantité là. Si ce n'est pas le cas, comme k x = b, ne correspondent que 
des points simples de R^, nous pouvons (§ 11. 4) effectuer les transformations né- 
cessaires pour qu'il le devienne. 
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— 71 — 
Soit 9,, e,, ... 6„ ie syslème normal ainsi obtenu. Nous écrivons, sans que les cons- 
tanles a^ suienL loules nulles, 

el avons 

(2) \'?\^0 

1^3 exposants p( sont tous entiers, de sorte que le sysième de fonctions 

{■■=1.2, ...n. 

appartient encore à K {ce. y). Chargne fonction ^, est entière et le délcrminanl { C. Bni 
el didéreni de zoro pour x = b^•. c di'signant un certain facteur constant, l'on a en 
outre : 

(3) (=.-»,)" + " + - + '.|:r| = |»;"| = ''|f'l 

Le système ïi, ïj, ,.- tn est encore fonUameiitiil pour chacune des val»ur3 a,,»,, ... a,, 
qui correspondent aux diviseurs .fl.,, .^,, ... A.^. Ses rouctions sont entières, pour toute 
valeur finie J, dont les lettres représentatives des points analyti'|ues correspondants ne 
sont pas compris dans lî). -Les seules valeurs b, qui annulent encore son déterminant 
sont, à cause de (I). (2) et (3) : 6,. b^. ... h^. 

Nous pouvons donc, après un nombre Bni de transformations, aboutir k un svslème 
tel que celui considéré dans 4, et, ici encore, par conséquent le problème sera résolu. 

6. — Tout système équivalent à un système fondamental, base d'un idéal I, est lui- 
même fondamental. 

Nous aurons donc toujours {% 11. 6). dan^ le cas où tous les points ô rinTiDi de R, 
sont simples, des systèmes fondamentaux, bases de 1, normaux pour a: ^^^ ^. 

7, — Mettre à part les fonctions de 1 qui restent Qnies pour a^ = oo est maintenant 
chose facile. 

Soit 11. 1,1 -■■ In un système fondamental jwurl, normal pour (c = co. Nous i>ouvons 
supposer les notations choisies de telle sorte que l'on ait : 

Pi > Pi > P> •■- > Pn 

où p; représente l'exposant de i,. 

Si p, est alors le dernier des exposants pj qui soit encore positif ou nul, toutes les 
fonctions de I, qui restent finies à l'Infini, sont comprises dans la formule 

(4) U.r„ + «.r„ -H ... + «.r„ 
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dans laquelle tea degrés respectifs r,, c,, .-.. r. des polyndmes entiers u„ m,, ... u„ doi- 
vent vérifier les inégatilés. 

(S) ~ - ,-i + p, > 0. 

(i.= l, 2, ... ,) 

Celd ea vertu du théorème énoncé {^ 11. e). 

Nous e.tprimons ce résultat d'une autre manière en remarquant que toute fonctioD 
de la forme (4), dans laquelle les entiers r^ vérifient les inégalités (S), peut être envi- 
sagée comme une fonction linéaire à coefficients constants des 

N = {.,+l) + (p, + l) + ...+C=, + l) 



Ces N fonctions, que, dans un ordre quelconque, noua désignons par Çj, ïj, ... ïj,. sont 
iinéairemen'. indépendantes. Toute fonction multiple de 3) pourra donc se mettre, mais 
d'une seule façon sous la forme 

CiCi-i-C2i:2 + - + c„î„ 

oti Oi, C2, ... Cj, sool des facteurs constants. 

Le problème énoncé an g 11. 1 est maintenant complètement résolu. Nous n'en 
ferons aucune application. Il peut servir de base à la théorie des fonctions algébriques 
d'une variable. Cela suffit à en justifier l'importance. 

Km et approuvé : 
Paris, le'16 mai 1904. 
Lb Doyen de la Faculté drs Scibncbs, 
Pahl APPELE. 
Vu et permis d'imprimer : 
Le Vice-Rbctbur de l'Acau'Ïnie db Pabis, 
L. LIARD. 
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SECONDE THESE 



PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ 



Moiiveiiicnl d'un corps pesant niiloui* d'un point flive dniiK le i 
traite par M"' Kowaieslii. 
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